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Vielen Menschen ist ein Baum in den Kopf ge-
pflanzt, aber das Gehirn selbst ist eher ein Kraut
oder Gras als ein Baum.

Deleuze/Guattari
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0 Einleitung

Rekursivitdt, Reflexivitdt und Selbstreferentialitdt sind Begriffe, die in diesem
Jahrhundert eine grofle Bedeutung erlangt haben. Sie prigen und verbinden
Metamathematik, Logik und Informatik. Die Rekursionstheorie, als Theorie
der Berechenbarkeit und Unberechenbarkeit, liefert wichtige Beitrige zur Fra-
ge, was prinzipiell algorithmisch erfassbar ist. Die Berechenbarkeit ist eine der
wesentlichsten begrifflichen Neuschoépfungen mit direkten Konsequenzen fiir un-
ser Verstehen des menschlichen Geistes. Ich habe versucht, mich dem Begriff
Rekursivitit vor allem formal zu nihern, um eine leichtere Uberpriifbarkeit der
Uberlegungen zu erméglichen.

Im Kapitel 1 behandle ich Selbstbeziiglichkeit, Paradoxien und Antinomien.
Dies scheint mir eine Voraussetzung zu sein, um im weiteren Verlauf Rekursi-
vitdt davon abgrenzen zu konnen. Ich fiihre in diesem Zusammenhang ein algo-
rithmisch nicht lésbares Problem vor. Eine erste Darstellung von Rekursivitét
erfolgt im Kapitel ,Rekursive und induktive Definitionen*. Mit einer axioma-
tisierten Mengenlehre werden Mittel erarbeitet, um Strukturen definieren zu
konnen, in denen induktive und rekursive Definitionen méglich sind.

Anschlielend erldutere ich im vierten Kapitel 3 den Begriff der Berechenbar-
keit, wie er durch rekursive Funktionen erfasst wird. Ich zeige die Beschrinkun-
gen der primitiven Rekursivitit sowie die Aquivalenz von p-Rekursivitit zu
Turing-Berechenbarkeit und Registermaschinen-Berechenbarkeit. Dies ist als
Argument fiir die Church-Turing-These zu verstehen, die intuitive Berechenbar-
keit mit Berechenbarkeit {iberhaupt gleichsetzt. Die u-Rekursivitit ist aufer-
dem interessant, da, wie ich zeige, auf die Operation der primitiven Rekursion
verzichtet werden kann, wenn der p-Operator zur Verfiigung steht. Registerma-
schinen sind ein abstraktes Modell, mit dem die heute iiblichen Computer mit
von-Neumann-Architektur untersucht werden kénnen. Rekursivitdt als Bere-
chenbarkeit und Selbstreferentialitéit treffen sich im Selbstanwendungsproblem,
das eine wichtige Grenze der Leistungsfahigkeit von Registermaschinen und da-
mit von Menschen liefert. Im letzten Kapitel bringe ich eine kleine Kritik einiger
bereits als klassisch zu bezeichnenden Algorithmen und Datenstrukturen, die
in der Informatik als rekursiv betrachtet werden.



1 Selbstbeziiglichkeit

Rekursivitdt wird oft in Zusammenhang mit Paradoxien gebracht. Das verbin-
dende Konzept scheint dabei die Selbstbeziiglichkeit zu sein, da es viele Para-
doxien gibt, die auf Selbstbeziiglichkeit beruhen und auf den ersten Blick auch
alle Rekursionen selbstreferentiell zu sein scheinen. Die gilt vor allem fiir rekur-
sive Definitionen, in denen ein Ausdruck auf den ersten Blick durch sich selbst
erklédrt zu werden scheint. Oft wird Rekursion durch einen Satz wie den folgen-
den erklirt: Rekursion ist die ,,Definition eines Problems oder eines Verfahrens
durch sich selbst“ (Dudenredaktion 1994). In der Informatik werden Prozedu-
ren als rekursiv bezeichnet, wenn diese sich direkt oder indirekt selbst aufrufen.
Analog dazu wurde versucht die Deklaration von rekursiven Datenstrukturen
zu ermoglichen. ,,Werte eines rekursiven Datentyps konnten Komponenten des-
selben rekursiven Datentyps enthalten in Analogie zu einer Prozedur, die sich
selbst aufruft. Wie Prozeduren kénnten solche Typen-Definitionen direkt oder
indirekt rekursiv sein.“ (Wirth 1983, p.190) Ein Objekt wird allgemein als re-
kursiv bezeichnet, ,wenn es sich selbst als Teil enthilt oder mithilfe von sich
selbst definiert ist.“ (Wirth 1983, p.149) Es ist nun schwer vorstellbar, wie ein
Objekt sich selbst als Teil enthalten kénnte, da sich ein solches Objekt sicherlich
hinsichtlich des Enthaltenseins in zwei unterscheiden wiirde. Auch die Aussa-
ge, dass etwas durch sich selbst oder mithilfe von sich selbst definiert wird,
scheint kaum verstéindlich. So eine Definition wiirde entweder zu einem infini-
ten Regress oder direkt in ein Paradoxon fithren. Rekursivitidt und Paradoxa
verbindet zumindest ein besonderes Verhéltnis zum Wortchen ,,selbst®. Da auch
in der axiomatisierten Mengenlehre, in der spéter die allgemeinste Form des Re-
kursionstheorems formuliert werden soll, Paradoxien eine entscheidende Rolle
spielen, ist es notwendig, das Verhiltnis von Rekursivitit und Paradoxie genau-
er zu untersuchen. Dabei sollen auch die zitierten ungenauen Ausdrucksweisen
aufgeklart und von den eigentlichen Paradoxa unterschieden werden.

Bei Paradoxa, die auf Selbstbeziiglichkeit beruhen, scheint der Referent
stindig dem Denken zu entgleiten. Die dadurch ausgeloste Krise des Denkens
kann bis in den Goédelschen Unvollstédndigkeitssatz verfolgt werden. Dieses Ent-
gleiten des Referenten muss bei rekursiven Definitionen natiirlich vermieden
werden. Eine Frage ist also, ob rekursive Definitionen etwas selbstreferentielles
oder paradoxes an sich haben und wie ihr Referent aussieht. Um dies zu kléren,
sollen im folgenden zuerst Paradoxien genauer betrachtet werden.
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1.1 Paradoxa

1.1.1 Der Liigner

,Paulus, der Knecht Gottes und Apostel Jesu Christi“, hat folgenden Text
geschrieben:

Denn es gibt viele Ungehorsame, Schwitzer und Schwindler, besonders
unter denen, die aus dem Judentum kommen. Diese Menschen mufl man
zum Schweigen bringen, denn aus iibler Gewinnsucht zerstéren sie ganze
Familien mit ihren falschen Lehren. Einer von ihnen hat als ihr eigener
Prophet gesagt: Alle Kreter sind Liigner und faule Béuche, gefihrliche
Tiere. Das ist ein wahres Wort!.

Der Antisemitismus und Religionismus des Paulus, der ihn wohl daran hin-
derte, das wesentliche an dieser Geschichte zu erkennen, soll hier nicht thema-
tisiert werden. Uns interessiert hier, dass ein Kreter angeblich von sich selbst
behauptet, ein Liigner zu sein. Nach mehreren Quellen hat dieser Kreter Epi-
menides geheiflen und am Anfang des 6. Jahrhunderts vor unserer Zeitrechnung
gelebt. Das logische Problem, das Epimenides durch seinen Ausspruch aufwarf,
wird auch die Paradozie des Liigners genannt. Sie lautet bei Paulus im Original
(Diels und Kranz 1985, 1.32):

Kofiteg el Pedotor, xoxd Onpla, yaotépeg dpyal.
Wortlich iibersetzt lautet dies:
Kreter immer Liigner, bose Tiere, faule Béauche.

Wenn Epimenides dies als Kreter sagt, so ist er ein Liigner, falls er die Wahrheit
spricht. Er liigt also, indem er die Wahrheit sagt. Falls er aber liigt, so trifft es
nicht zu, dass die Kreter immer liigen, und er sagt die Wahrheit. Er sagt also
die Wahrheit, indem er liigt.

Natiirlich fillt bei dieser Formulierung auf, dass es nicht dasselbe ist, ein
Liigner zu sein und immer zu liigen. Dies kann dann auch zur Auflésung des
Paradoxons verwendet werden. Vielleicht hat Epimenides ja gerade beim Aus-
spruch dieses Satzes die Wahrheit gesagt. Unter der Verneinung des Satzes ,,Alle
Kreter liigen®“ wird auflerdem normalerweise der Satz ,,Nicht alle Kreter liigen*
— also ,Ein Kreter liigt nicht“ — verstanden, was ebenfalls das Paradoxon ab-
schwéicht. Wie dem auch sei, es gibt mehrere Moglichkeiten dieses peudduevov
schérfer zu formulieren und damit die gewiinschte semantische Antinomie zu
erzeugen.

Wird vom Kontext der Auflerung abgesehen, so lisst sich die Paradoxie
jederzeit durch Aussprechen des folgenden Satzes reproduzieren:

'Der Rest des Abschnittes lautet: ,Darum weise sie streng zurecht, damit ihr Glaube wieder
gesund wird und sie sich nicht mehr an jiidische Fabeleien halten und an Gebote von
Menschen, die sich von der Wahrheit abwenden. Fiir die Reinen ist alles rein; fiir die
Unreinen und Ungléubigen aber ist nichts rein, sogar ihr Denken und ihr Gewissen sind
unrein. Sie beteuern, Gott zu kennen, durch ihr Tun aber verleugnen sie ihn; es sind
abscheuliche und unbelehrbare Menschen, die zu nichts Gutem taugen.“ (Bibel 1989, Tit
1.10-13)
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Ich liige jetzt.

Noch préagnanter ist folgende, angeblich von Eubulides aus dem 4. Jahrhundert
vor der romischen Zeitrechnung stammende Formulierung:

Diese Aussage ist falsch. (1.1)

Da die Authentizitdt der Epimenides zugeschriebenen Formulierung nicht end-
gliltig gekldrt ist, und auch nicht klar ist, ob Epimenides selbst seinen Ausspruch
als Paradoxon verstand, konnte es sich bei dem Satz von Eubulides um die
dlteste bekannte Formulierung des Liignerparadoxons handeln.

Wenn wir versuchen dieses Paradoxon zu verstehen, ohne gleich, wie Phili-
tes von Kos, am Nachdenken dariiber zu sterben, so zeigt sich als erstes, dass
es sich um eine selbstreferentielle Aussage handelt. Selbstreferenz muss jedoch
nicht schlimm sein. Solche Aussagen spannen einen weiten Bogen, der von Tau-
tologien bis zu Antinomien reicht. Also Aussagen ohne wesentliche Aussagekraft
ebenso umfasst, wie solche, deren Informationsgehalt sie oszillieren lésst. Eine
paradoxe jedoch nicht antinomische Form von Selbstreferenz findet sich — wenn
wir von den Interpretationsschwierigkeiten absehen, die schon der Name Jahwe
bereitet — im Satz ,,Ich bin der ich bin“ (Bibel 1989, Exodus, III, 14), die eine
Aussage der ersten Art darstellt. Eine Aussage der zweiten Art stellt dagegen
die Paradoxie des Liigners in der letzten Formulierung dar. In ihr kénnen wir
das Oszillieren der Wahrheitswerte gut beobachten, wenn wir mit der Annahme
beginnen, dass die darin enthaltene Aussage wahr ist. Wir miissen dann schlie-
Ben, dass sie falsch ist. Nehmen wir hingegen an, dass sie falsch ist, so folgt
daraus, dass sie wahr ist. Der Wahrheitsgehalt springt zwischen diesen binéren
Polen der Wahrheit und Falschheit hin und her.

1.1.2 Klassifikation der Paradoxa nach W. V. Quine

W. V. Quine versteht unter einer Paradoxie eine Konklusion, die auf den ersten
Blick absurd erscheint, die sich aber argumentativ stiitzen lédsst und auf diese
Weise auflost. Und zwar so, dass die darin ausgesprochene Behauptung entwe-
der wahr ist (veridical paradoxes), falsch ist (falsidical paradozes) oder keines
von beiden (Quine 1962). Das heifit, als Paradoxa werden nicht nur scheinbar
falsche Aussagen aufgefasst, die sich bei genauerer Betrachtung als wahr her-
ausstellen, sondern auch wahre, die sich als falsch entpuppen. Als Beispiel fiir
ein veridikales Paradoxon sei das des Barbiers angefiihrt, der alle Ménner eines
Dorfes rasiert, die sich nicht selbst rasieren. Der sich also genau dann selbst
rasiert, wenn er es nicht tut und umgekehrt. Dieses Paradoxon ist veridikal, da
es als einfache reductio ad absurdum aufgefasst werden kann. Es sagt nur aus,
dass es so einen Barbier eben nicht gibt (Quine 1962; Kleene 1952). Es ist selt-
sam, aber wahr, dass es so eine Person nicht gibt. Einige von Zenons Paradoxa
sind hingegen falsidikale. Nehmen wir als Beispiel Achilles und die Schildkrote.
Hier ist es sowohl seltsam als auch falsch, zu sagen, dass Achilles niemals von
der Schildkrote eingeholt wird. Diejenige Klasse von Paradoxien, die nur solche
Aussagen enthilt, die weder wahr noch falsch oder — was hier dasselbe bedeutet
— auch beides zugleich sind, enthélt die eigentlichen Antinomien.
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1.2 Antinomien

1.2.1 Grellings Paradoxon

Pridikate haben die Eigenschaft, dass sie genau dann auf einen Gegenstand
zutreffen, wenn es wahr ist, dass der Gegenstand die im Pradikat formulierte
Eigenschaft besitzt. So trifft zum Beispiel , ist rot“ genau dann auf einen Ge-
genstand zu, wenn der Gegenstand rot ist. Oder der Satz ,,Es regnet® ist genau
dann wahr, wenn es tatséchlich regnet. Der Referent ist in den Beispielen einmal
ein Gegenstand und einmal ein Ereignis.

Kurt Grelling hat 1908 folgendes Paradoxon formuliert: Wir wollen Adjek-
tive autologisch nennen, wenn sie wahr von sich selbst — also selbstbeschreibend
oder auf sich selbst zutreffend — sind. Wir wollen sie heterologisch nennen, wenn
sie nicht wahr von sich selbst — also nicht selbstbeschreibend — sind. Wenn wir
uns nun fragen, ob ,heterologisch® heterologisch ist, erhalten wir eine Anti-
nomie. Der Selbstwiderspruch ldsst sich nicht auflésen. Wir kénnen in diesem
Paradoxon heterologisch auch als ,,nicht wahr von sich selbst“ auffassen, und
werden so zur wesentlichen Eigenart dieser Form von Paradoxon gefiihrt. Denn
,nicht wahr von sich selbst® soll ja genau dann auf ein Ding zutreffen, wenn
es nicht wahr von sich selbst ist. Wahlen wir aber als dieses Ding genau die
Phrase ,,nicht wahr von sich selbst®, so erhalten wir, dass ,,nicht wahr von sich
selbst“ genau dann auf sich selbst zutrifft, wenn es nicht zutrifft. Dieselbe Art
von Antinomie stellt auch der Liigner in seiner schirfsten Formulierung dar.
,Dieser Satz ist falsch“ bezieht sich auf sich selbst und sagt etwas iiber seinen
Wahrheitsgehalt aus.

In beiden Antinomien stellt sich die Frage, worauf eigentlich referiert wird,
was der Referent der Aussage ist, von dem ausgesagt wird, dass er nicht wahr
sei. Im Liigner ist die Frage also, worauf das Wort ,dieser” referiert. Denn
ydieser Satz“ referiert ja auf den Satz ,dieser Satz ist falsch“. Und zu sagen
., Dieser Satz ist falsch® ist falsch“ erzeugt keine Antinomie, da der duflere Satz
nicht auf sich selbst rekurriert.

W. V. Quine hat jedoch eine Methode gefunden, den Referenten eindeutig
festzulegen und trotzdem eine Antinomie zu erzeugen. Dies geschieht, wenn wir
den Satz so formulieren (Quine 1963, p.255):

‘yields a falsehood when appended to its own quotation’
yields a falsehood when appended to its own quotation

Dies ist wohl die beste Formulierung der Antinomie von Epimenides.

1.2.2 Die Antinomie von Russell

Eine weitere Antinomie, die nicht auf dem Konzept der Wahrheit beruht, wur-
de von Betrand Russell in einem Brief an Gottlob Frege formuliert und hatte
katastrophale Auswirkungen auf Freges Arbeit. Auflerdem macht es gewisse
Vorsichtsmafinahmen, bei der Formulierung dessen, was in einer axiomatisier-
ten Theorie als Menge zugelassen werden soll, notwendig.

Freges fiinftes Gesetz in seinem Buch , Grundgesetze der Arithmetik“ be-
sagt, dass wir zu beliebigen Gegenstinden einen Begriff bilden kénnen, unter
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den die Gegenstinde dann als Umfang des Begriffes fallen. Anders formuliert
sagt dieses Komprehensionsprinzip, dass wir beliebige Dinge, iiber eine Eigen-
schaft, die sie gemeinsam besitzen, zu einer Menge zusammenfassen konnen:

\y//z\(zey = ¢(2))%.

Dies entspricht Georg Cantors naiver Mengenvorstellung, die von ihm so
beschrieben wurde:

Unter einer ,,Menge*“ verstehen wir jede Zusammenfassung M von be-
stimmten wohlunterschiedenen Objekten unserer Anschauung oder unse-
res Denkens (welche die ,Elemente* von M genannt werden) zu einem
Ganzen.

Zu jeder Eigenschaft E kénnen wir also in der iiblichen Schreibweise die Menge
M = {z | z hat die Eigenschaft E'}

bilden. Das dieser Mengenvorstellung zu Grunde liegende Komprehensionsprin-
zip erlaubt uns jedoch auf ausgesprochen einfache Weise Mengen zu bilden, die
nicht unserer naiven Mengenvorstellung entsprechen. Unter den so bildbaren
Mengen befindet sich die Allmenge sowie die Russelsche Menge. Die Allmenge

A = {x | x ist Menge}
enthélt alle Mengen und damit sich selbst als Element. Die Russellsche Menge
R = {x | x ist Menge und = ¢ x}

fithrt auf eine Antinomie, wenn wir uns fragen, ob sich R selbst als Element
enthalt.

Nehmen wir an, R enthalte sich selbst, also R € R. Diese Annahme besagt,
dass R ein Element der Menge R ist. Das heifit, ein Element der Menge, die
alle Mengen enthélt, die sich nicht selbst enthalten. R ist also eine Menge, die
sich nicht selbst als Element enthélt, R ¢ R. Dies steht im Widerspruch zur
Annahme, fiihrt jedoch noch nicht zu einer Antinomie, da es sich ja um eine
reductio ad absurdum handeln konnte, die uns nur sagt, dass es so eine Menge
R nicht geben kann — oder besser gesagt, dass wir eine Menge mit einer solchen
Eigenschaft nicht denken wollen. Wir wollen also den Widerspruch vermeiden,
indem wir die scheinbar falsche Annahme R € R fallen lassen und schlieffen,
dass R ¢ R. Das Ergebnis R ¢ R, das wir ohne weitere Annahmen bewiesen
haben, sagt uns, dass R kein Element der Menge ist, die alle Mengen enthélt,
die sich nicht selbst enthalten. Das heifit, R ist keine Menge, die sich nicht selbst
enthalt, also ist R — wenn wir die doppelte Negation auflésen — eine Menge, die
sich selbst enthélt: R € R.

Da wir nun aber sowohl R ¢ R als auch R € R bewiesen haben, wurden wir
auf eine Antinomie gefiihrt, die nach ihrem Entdecker Russellsche Antinomie

2Vergleiche das Axiom Schema of Comprehension in Levy (1979) und das Axiom Schema of
Abstraction in Suppes (1960). Die Kleinbuchstaben = und y stehen dabei fiir Mengen; ¢(z)
steht fiir einen mengentheoretischen Ausdruck, in dem y nicht frei vorkommt. Es handelt
sich dabei um ein Axiomenschema, da ¢ variabel ist.
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genannt wird. Das oben beschriebene veridikale Paradoxon des Bartscherers
stellt eine popularisierte Version dieser Antinomie dar, die sich jedoch — wie
wir gesehen haben — auflésen ldsst. Die von Russells Antinomie ausgehende
Beunruhigung ist so stark, da sie eine Beschrinkung des Komprehensionsprinzip
verlangt und damit eine fundamentale Annahme unseres Denkens erschiittert.
Wir kénnen plotzlich nicht mehr beliebige Dinge, iiber eine Eigenschaft, die
sie gemeinsam besitzen, zu einer Menge zusammenfassen. Mit Frege konnen
wir sagen, dass die so zusammengefassten Dinge den Umfang eines Begriffes
bilden. Sie fallen unter einen bestimmten Begriff, wobei der Begriff eben die
jeweilige Komprehension festlegt. So kénnen wir zum Beispiel die Menge aller
roten Dinge bilden, oder den Begriff Rot, unter den alle roten Dinge fallen. Jede
Einschrinkung des Komprehensionsprinzips scheint also auch Auswirkungen
darauf zu haben, welche Begriffe wir bilden kénnen, also die Bedingungen jeder
Begriffsbildung zu bestimmen.

In der Mengenlehre gibt es zwei wesentliche Ansétze um mit diesem Problem
umzugehen. Es kénnen einerseits zu grofle Mengen verboten werden, wie im
radikalen Ansatz des Intuitionismus, der nur konstruierbare Objekte zulésst,
oder es werden zu groflen Mengen nicht die gleichen Privilegien zugestanden
wie kleinen (Monk 1969, p.14 und Kleene 1952, §13).

Der zweite Ansatz kann iiber eine Typentheorie, wie von Russell und White-
head in ihren ,Principia Mathematica“ vorgestellt, erfolgen. In einer solchen
Typentheorie werden antinomische Selbstreferenzen verhindert, indem alle (ma-
thematischen) Objekte bestimmten Stufen einer Objekthierarchie zugeordnet
werden. Auf den untersten Stufen befinden sich Objekte, die keine Mengen sind,
und Urelemente genannt werden kénnen. Erst Objekte der ersten Stufe kénnen
Mengen sein und damit Objekte der nullten Stufe als Elemente enthalten. Die-
ses Schema wird beim Aufsteigen in der Hierarchie beibehalten. Damit kann
die Russellsche Antinomie verhindert werden. Wird dieses Konzept der Hierar-
chisierung durch eine Typentheorie auf Sprachen iibertragen, so wird damit die
fundamentale Unterscheidung in Objektsprachen und Metasprachen eingefiihrt.
Bestimmte Aussagen iiber Eigenschaften der Sprache diirfen nur in einer Me-
tasprache erfolgen, deren Gegenstand dann als Objektsprache betrachtet wird.
In den oben beschriebenen Paradoxa von Grelling und Epimenides fithrt diese
Auflésung zur Unterscheidung von Wahrheity bis Wahrheit,,. Typisieren wir auf
diese Weise das Paradoxon von Epimenides in der Formulierung von Quine, so
lautet es folgendermaflen:

‘yields a falsehoodg when appended to its own quotation’
yields a falsehood; when appended to its own quotation

Das Paradoxon ist verschwunden, denn dieser Satz sagt nur, dass ,,‘yields a
falsehoody when appended to its own quotation’ yields a falsehoody when ap-
pended to its own quotation® falschy ist, und das trifft nicht zu. Dieser Satz ist
einfach sinnlos und die Reformulierung des Epimenidesparadoxons ist falschs.
Das ist etwas umsténdlich, scheint aber zu funktionieren.

Ein weiterer Weg im geméifligten zweiten Ansatz, in dem unerwiinschte Men-
genbildungen nicht absolut verboten werden, fiihrt zu einer Klassenmengenleh-
re, in der zu grofle Mengen eigentliche Klassen genannt werden und dann der
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Name Menge fiir die uneigentlichen Klassen reserviert wird. In der Klassenmen-
genlehre gibt es also eine Allklasse aber keine Allmenge. Aus der Russellschen
Menge wird die Russellsche Klasse:

Kr ={x | z ist Menge und = ¢ x}

Da die Annahme, dass sich Kpr selbst enthélt, zu einem Widerspruch fithren
wiirde, brauchen wir nur zu schlieflen, dass Kr keine Menge ist. Kg ist also
eine eigentliche Klasse.

FEin dritter Weg, der von Ernst Zermelo aufgezeigt wurde, besteht darin,
das Komprehensionsprinzip zu einem Aussonderungsprinzip abzuschwéchen, in
dem Komprehensionen nur von Elementen von bereits bestehenden Mengen
gebildet werden kénnen. Das heifit, zu jeder Eigenschaft £ und jeder Menge
M existiert dann die Menge

My = {z | z € M; und z hat die Eigenschaft E'}

Da dabei die Existenz der Menge M7 vorausgesetzt wird, ist die Formulierung
der Russellschen Antinomie nicht wie im System von Frege moglich. Wenn wir
nach dem Aussonderungsprinzip die Russellsche Menge

R={xe M |z ¢z}

zu bilden versuchen, so werden wir vor die Wahl R ¢ M; oder R € R gestellt
und es fillt uns leicht ersteres zu wahlen um die Antinomie zu vermeiden.

Die durch Russells Antinomie ausgeloste Krise im Denken ist jedoch, trotz
der aufgezeigten Moglichkeiten damit umzugehen, noch nicht iiberstanden. Es
ist zwar nicht mehr moglich die Russellsche Antinomie unmittelbar abzuleiten,
das bedeutet jedoch nicht, dass dieser Widerspruch nicht auf einem anderen
Wege doch noch gewonnen werden kann (Ebbinghaus 1994, p.13). Auflerdem
unterscheiden sich die vorgeschlagenen Wege darin, fiir welche Elementbezie-
hungen sie Klassen zulassen, und es gilt, eine optimale und konsistente Kom-
bination von Existenzannahmen zu finden. Jede solche Einschrankung wirkt
jedoch ,unnatiirlich“ gegeniiber dem uneingeschrinkten Komprehensionsprin-
zip (Quine 1962).

1.2.3 Das unmdégliche Oberon-Programm

In Analogie zum Barbier, den es laut Quine nicht geben kann, will ich ein kleines
Programm vorfithren, das nicht geschrieben werden kann. Die Syntax entspricht
der Sprache Oberon, die einer Familie von Programmiersprachen angehort, de-
ren Entwicklung mit Algol 60 begann (Reiser und Wirth 1992; Naur 1963). Es
kann iiber einen indirekten Beweis gezeigt werden, dass es unmoglich ist, das
zum Definitionsmodul Unschreibbar gehorige Modul zu implementieren.

DEFINITION Unschreibbar ;
PROCEDURE Haelt( prg, inp: ARRAY OF CHAR ) : BOOLEAN ;
END Unschreibbar .
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Die Prozedur Haelt liefert TRUE, falls der Parameter prg ein syntaktisch kor-
rektes Oberon-Programm enthélt, dass fiir die Eingabe inp terminiert. Im Pro-
gramm prg darf dabei als einzige Eingabeanweisung In.String genau einmal
vorkommen. Die Prozedur String ist im Standardmodul In enthalten und liest
eine Zeichenkette ein. Falls prg fiir inp nicht terminiert, oder mehrere Eingabe-
anweisungen vorkommen, gibt Haelt den Wert FALSE zuriick. Nehmen wir fiir
den Beweis an, dass Unschreibbar geschrieben werden kénnte. Dann koénnten
wir mit seiner Hilfe das Modul Entscheide implementieren.

MODULE Entscheide ;
IMPORT Unschreibbar, In ;
VAR str: ARRAY 1024 OF CHAR ;

PROCEDURE Entscheidex ;
BEGIN
In.Open ;
In.String( str ) ;
IF Unschreibbar. Haelt( str, str ) THEN
WHILE TRUE DO
END
END
END Entscheide ;
END Entscheide .

Entscheide importiert die Module In und Unschreibbar. Es exportiert die Pro-
zedur Entscheide. Rufen wir Entscheide. Entscheide auf, so wird mit In.String
eine Zeichenkette in die Variable str eingelesen. Diese Zeichenkette wird an Un-
schreibbar. Haelt sowohl als Programmtext, als auch als dessen Eingabe iiberge-
ben. Das heisst, in Entscheide iiberpriift Haelt, ob str ein Programm ist, dass
fiir seinen eigenen Text als Eingabe terminiert. Falls Haelt den Wert TRUFE
liefert, gerdt Entscheide in die Endlosschleife WHILE TRUE DO END. Liefert
Haelt den Wert FALSE, so wird Entscheide beendet.

Was passiert nun, wenn wir dem Programm FEntscheide den eigenen Pro-
grammtext, also die Zeichenkette , MODULE Entscheide ; IMPORT Unschreib-
bar, In ; VAR str: ARRAY 1024 OF CHAR ; PROCEDURE Entscheide* ; BE-
GIN In.Open ; In.String( str ) ; IF Unschreibbar.Haelt( str, str ) THEN WHILE
TRUE DO END END END Entscheide ; END Entscheide .“, iibergeben? Ter-
miniert Entscheide oder lauft es endlos? (1) Falls Entscheide terminiert, muss
Haelt den Wert FALSE geliefert haben. Da die Eingabe nur eine Anweisung
In.String enthalt und syntaktisch korrekt ist, kann dies nur daran liegen, dass
Entscheide, dessen Programmtext wir ja iibergeben haben, nicht terminiert.
(2) Falls Entscheide jedoch nicht terminiert, so muss Haelt den Wert TRUE
zuriickgegeben haben. Das bedeutet jedoch, dass Entscheide fiir den eigenen
Programmtext terminiert.

Es ergibt sich also, dass das Programm Entscheide fiir den eigenen Pro-
grammtext als Eingabe genau dann terminiert, wenn es nicht terminiert. Ein
offensichtlicher Widerspruch, der nur den Schluss zulésst, dass Unschreibbar
nicht geschrieben werden kann.



2 Rekursive und induktive Definitionen

Kurt Godel hat in seinem 1931 erschienenen Aufsatz ,, Uber formal unentscheid-
bare Sditze der Principia mathematica und verwandter Systeme I“ eine Klas-
se von Funktionen definiert, die spéter als die Klasse der primitiv rekursiven
Funktionen bezeichnet werden sollte. In Godels beriihmten Aufsatz spielt also
nicht nur Selbstreferenz, sondern auch Rekursivitit eine wichtige Rolle. Godel
schreibt (Godel 1986, p.156-8):

Eine zahlentheoretische Funktion ¢(x1,x2,. .. ,x,) heilit rekursiv definiert
aus den zahlentheoretischen Funktionen 9 (x1, 29, ... ,,—1) und
w(x1,x9, ... ,&py1), wenn fir alle zo, ... ,x,, k folgendes gilt:

d(0, 22, ... ,2n) = P(x2,...,Tn),
¢(k+1,1’2,... 71.71) = u(kvd)(kvx%"' 71.71)73:2;"' amn)'

In diesem Auszug aus Godels Text ist natiirlich noch nicht die Klasse der
primitiv rekursiven Funktionen beschrieben, sondern nur, was es heif3t, als Funk-
tion rekursiv definiert zu sein. Diese besondere Form von Definition, die auch
oft Definition durch Induktion' genannt wird — obwohl das eher eine Beweis-
als eine Definitionsmethode ist — spielt nicht nur in der Rekursionstheorie eine
wesentliche Rolle, und es lohnt sich genauer zu betrachten, was es heif3t, rekur-
siv zu definieren, und welche Voraussetzungen erfiillt sein miissen, damit dies
funktioniert.

Dabei will ich versuchen, genau zwischen einer induktiven Definition (induc-
tive definition) und einer rekursiven Definition (definition by induction, recursi-
ve definition) zu unterschieden. Typische Beispiele fiir induktive Definitionen,
die nur voraussetzen, dass unter dem Begriff ,Nachfolger® etwas vorgestellt
werden kann, sind folgende:

Definition der natiirlichen Zahlen: 1. 0 ist eine natiirliche Zahl. 2. Wenn n
eine natiirliche Zahl ist, dann ist der Nachfolger von n eine natiirliche Zahl. 3.
Nichts sonst ist eine natiirliche Zahl.

Definition einer Klasse P von Zeichenfolgen: 1. Die Zeichenfolge () ist in
P. 2a. Wenn die Zeichenfolge E in P ist, dann auch die Zeichenfolge (FE). 2b.
Wenn die Zeichenfolgen E und F in P sind, dann auch die Zeichenfolgen EF'.
3. Nichts sonst ist in P.

Dieser generative Aufbau von Objektklassen ausgehend von einem ersten
Objekt — in den Beispielen die Zahl 0 oder die Zeichenfolge ,,()¢ — mit Hilfe
einer induktiven Definition hat ein Analogon in der rekursiven Definition einer
Funktion ¢. Dabei wird der Wert der Funktion fiir bestimmte erste Argumente,

Ydefinition by induction: cf. Devlin (1993, p.51) und Kleene (1952, p.217)
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also meist fiir die Zahl 0 festgelegt, und dann fiir eine beliebige Zahl y der
Wert von ¢(y') (' bezeichnet dabei den Nachfolger von y) mit Hilfe von y
und ¢(y) ausgedriickt. Daraus folgt dann, dass ¢(y) fiir jede natiirliche Zahl y
definiert ist. Das dies tatséichlich gefolgert werden kann, soll als ein Ergebnis
aus den Betrachtungen in diesem Kapitel hervorgehen. Als Beispiel sei hier
die Definition einer Funktion ¢(y) angegeben, die leicht als eine vereinfachte
Version aus dem obenstehenden Zitat von K. Gédel mit n = 1 zu erkennen ist:

»(0) = ¢
o(y') = x(y,6(y))

Die Funktion ¢(y) wird durch Induktion iiber y definiert. Wobei ¢ eine beliebige
Konstante und x eine zahlentheoretische Funktion mit zwei Argumenten ist.
Als Beispiel sei die Funktion pot(z,y), die die Potenzierung der Basis x mit
den Exponenten y, also ¥ berechnet, rekursiv definiert. Die Funktion pot wird
dabei mit Hilfe der Funktion mul(z,y), die das Produkt ihrer Argumente = und
y liefert, und der Bildung der nachfolgenden Zahl 3’ von y definiert. Ich gebe die
Definition in zwei unterschiedlichen Schreibweisen wieder, um den Ubergang zu
bekannteren Notationsweisen deutlich zu machen:

pot(xz,0) = 1 20 =1
pot(z,y') = mul(z,pot(z,y)) | «¥* = z-a¥

Auf der rechten Seite ist die Potenzierung und Multiplikation in iiblicher Schreib-
weise dargestellt. Die Bildung des Nachfolgers wird dabei durch Addition von
1 notiert.? In der rekursiven Definition von pot(x,y) spielt die Multiplikation
als Rekursionsvorschrift dieselbe Rolle wie die Funktion x in der Definition von
o(y).

Wann ist es nun moglich, eine Funktion auf diese oder dhnliche Weise re-
kursiv zu definieren? Ich werde in diesem Kapitel eine Version des Rekursi-
onstheorems darstellen, die ,aussagt®, dass dies in genauer zu bestimmenden
axiomatisierten mengentheoretischen Systemen moglich ist. Diese Systeme sind
unter anderem deshalb fiir uns interessant, da es relativ einfach ist, die not-
wendigen Grundlagen zu erarbeiten, um sie zu beschreiben und das Rekursi-
onstheorem in ihnen in seiner allgemeinsten Gestalt zu formulieren. Aulerdem
spielt die Mengenlehre neben der Logik in der mathematischen Grundlagenfor-
schung eine wichtige Rolle. Viele mathematische Begriffsbildungen lassen sich
auf mengentheoretische zuriickfithren, wobei eine interessante Frage ist, ob dies
von ontologischer Relevanz ist. Wird zum Beispiel etwas {iber den ontologischen
Status der Zahlen ausgesagt, wenn es moglich ist, diese mengentheoretisch zu
beschreiben? Ich werde jedoch von solchen ontologischen Fragestellungen abse-
hen und rein axiomatisch-deduktiv vorgehen. Das heifit auch, dass wir zuerst
einmal nicht wissen wollen, was wir uns unter Mengen vorzustellen haben, wir
aber dann schrittweise immer mehr von ihren Eigenschaften angeben werden,
bis wir unter anderem sicher sind, dass es sich nicht um Kérbe voller Apfel oder
Birnen handeln kann.

2Dies kann bei der rekursiven Definition der Addition etwas verwirrend aussehen, wenn wie
iblich z4+0 =z, + (y+1) = (x+y)+1statt z+0 = z,x +y = (z+ y) oder
add(z,0) = 0,add(z,y’) = add(z,y)" geschrieben wird.
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2.1 Die mengentheoretische Sprache

Naiv konnen Mengen nach dem bereits erwédhnten Komprehensionsprinzip ge-
bildet werden, was jedoch zu den beschriebenen Antinomien fiithrt. Fiir den
axiomatischen Aufbau dagegen ist eine einfache formale Sprache vorteilhaft.
Wir gehen dabei davon aus, dass alle Dinge als Mengen aufgefasst werden
konnen — wobei dies nicht als ontologische Behauptung missverstanden wer-
den soll —, dass sich Mengen als Elemente enthalten kénnen und dass Men-
gen, die die gleichen Elemente enthalten, als dieselbe Menge betrachtet wer-
den sollen. Letzteres driickt den extensionalen Standpunkt aus, der sagt, dass
Mengen nur durch ihre Elemente bestimmt werden. Es handelt sich also zum
Beispiel, fiir a = 2, bei {2,3}, {3,a} und {2,3,2} um verschiedene Notationen
fiir die gleiche Menge. Die Gleichheitsbeziehung zwischen zwei Mengen wird
mit dem Symbol =, die Elementbeziehung mit dem Symbol € ausgedriickt. Als
Variablen fiir Mengen verwende ich hauptséichlich eventuell indizierte Klein-
buchstaben (z,v, 2, 20, 21, . . . ), als metasprachliche Variablen fiir Ausdriicke der
mengentheoretischen Sprache griechische Kleinbuchstaben (¢, ,...). Weiters
verwende ich die {iblichen Junktoren Negation —, Disjunktion V, Konjunkti-
on A, Implikation — und Aquijunktion <, sowie die Quantoren Existenz \/

T
und Generalisierung /\. Das heifit, es handelt sich um die iibliche Sprache der

Pradikatenlogik erste; Stufe mit Identitét, nur erweitert um die Elementbe-
ziechung. Neben den atomaren Ausdriicken der Form Variable = Variable und
Variable € Variable, konnen zusammengesetzte Ausdriicke mit Hilfe der Junk-
toren in der Form (¢ Junktor 1) gebildet werden. Die Klammern gehéren zum
Alphabet der Sprache. Eine Ausnahme bildet die Negation, da sie einstellig ist.
Mit ihr kann ein zusammengesetzter Ausdruck der Form —¢ gebildet werden.
Die Quantoren ermoglichen es, aus einem Ausdruck ¢ die Ausdriicke /\ng und \/gf)

zu bilden. Dieser informelle Abriss sollte ausreichen. Eine genauere Darstellung
ist zum Beispiel im Buch von Ebbinghaus et al. (1996) zu finden.

Um diesen Formalismus handhabbar zu machen, ist es notwendig, Abkiirzun-
gen einzufiihren. Die so als Abkiirzungen eingefiihrten weiteren Symbole miissen
jedoch immer auf einen Ausdruck zuriickgefiihrt werden konnen, der nur nach
den obigen ersten Regeln gebildet wurde, und auf diese Weise wieder eliminiert
werden konnen. Zum Beispiel kann der Ausdruck A(z€x— z€y), der die Teil-

mengenbeziehung zwischen den Mengen x und y begchreibt, durch das Pradikat-
symbol x C y abgekiirzt werden. Eine solche durch einen mengentheoretischen
Ausdruck beschriebene Beziehung wird Prdidikat genannt. Bei der Teilmengen-
beziehung und der Elementbeziehung handelt es sich um zweistellige Prédikate.
Jedes n-stellige Priadikate kann durch einen Ausdruck der Gestalt ¢(z1, ... ,zy,)
definiert werden. Operationen werden auf dem Universum definierte Abbildun-
gen genannt, die durch ein Prédikat beschrieben werden koénnen. Wenn wir
zum Beispiel mit dem Pridikat ¢ (x,y) die Teilmengenbeziehung bezeichnen,
so kénnen wir mit ¢p(x,y) := A(z€y<— ¢r(z,z)) die Potenzmengenabbildung

z
beschreiben, die jeder Menge x des Universums, die Menge y ihrer Teilmengen
z zuordnet.
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2.2 Axiome

Das Existenzaxiom (Ex): Es gibt eine Menge.

V(z = z)

xT

Das Extensionalititsaxiom (Ext) (Extensionality axiom): Umfangsgleiche
Mengen sind gleich.

ANz ez = zey) —z=y)

Ty =z

Das Schema der Aussonderungsaxiome (Aus) (Axiom schema of separa-
tion): Zu allen x gibt es ein y, das genau diejenigen Elemente z von x enthilt,
fiir die p(2) gilt.

AVAGz €y = z €z A p(2))

Ty z

Da das Schema der Aussonderungsaxiome angibt, wie fiir jeden mengen-
theoretischen Ausdruck der Gestalt ¢(z,x1,... ,x,) ein Axiom gebildet werden
kann, lassen sich mithilfe von Aus unendlich viele Axiome erzeugen. Es unter-

scheidet sich wesentlich vom Komprehensionsprinzip \/A(z€y < ¢(z)), da die
Yy z
Existenz der Menge z als Bedingung eingeht. Das ist gemeint, wenn von einer

Abschwichung des Komprehensionsprinzips zum Aussonderungsaxiom gespro-
chen wird.

Wenn wir zum Beispiel wissen, dass die Menge aller Tiere existiert, dann
kénnen wir davon die Menge alle Tiere aussondern, die Menschen sind. Wenn
wir das nicht wissen, kénnte es sich bei der Menge aller Menschen um eine anti-
nomisch gebildete Menge handeln. Die Existenz der Menge, fiir deren Element
©(x) gilt, muss also immer erst bewiesen werden.

Die nach dem Aussonderungsprinzip moglichen Mengenbildungen schlieffen
Mengen aus, die auf die Russellsche Antinomie fithren wiirden. So kann zwar
noch die Menge y := {z | 2 € x A z ¢ z} gebildet werden. Wenn wir aber
annehmen, dass y € y, so folgt daraus, dass y ¢ y. Nehmen wir das Gegenteil
an, so ist ebenfalls y ¢ y. Also ist auf jeden Fall y ¢ y. Dies bedeutet, dass
wir uns entscheiden miissen, ob wir sagen wollen, dass y kein Element von
x ist, oder dass y ein Element von y ist. Da wir die Russellsche Antinomie
vermeiden wollen, féllt uns die Wahl leicht, und wir sagen einfach, dass y ¢ x ist.
Damit haben wir uns allerdings auch entschieden, die Existenz einer Allmenge
abzulehnen, denn {z | z € z Az ¢ 2z} ist kein Element von x, welches x wir auch
wéihlen. Fs gibt keine Allmenge. Das kann so formuliert werden:

/x\{z\zEx/\zgéz}géx

Als Trost dafiir liefert uns das Aussonderungsprinzip die Existenz der leeren
Menge:

Definition 2.1 0 :={z |z € z Az # 2}
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FEine solche Definition kénnen wir, wenn wir im Gedéchtnis behalten, dass
der Existenzbeweis immer erst erbracht werden muss, zu () := {z | z # z}
abkiirzen. Da nach Aus die leere Menge existiert, diirfen wir die abgekiirzte
Schreibweise verwenden. Die leere Menge kann statt mit () auch mit {} bezeich-
net werden.

Mir scheint der Vorschlag Mengen nicht als Geféfle, sondern als Inhalte auf-
zufassen, iiberlegenswert (Boolos und Jeffrey 1988). Die leere Menge ist dann
nicht als leeres Gefafl zu denken, sondern vielmehr als ein Name fiir ,,kein In-
halt“. So ergibt sich intuitiv, dass es nur eine leere Menge gibt, wihrend es ja
viele leere Gefafle gibt, die sich sehr wohl unterscheiden. Als welcher Inhalt ist
allerdings dann {(} zu denken? Als ,kein Inhalt als Inhalt von etwas“? Jeden-
falls scheint das Existensionalitdtsaxiom so etwas von seiner Willkiirlichkeit zu
verlieren, denn einem Buch, das alle Seiten doppelt enthélt, wiirden wir kaum
mehr Inhalt zuschreiben als seiner iiblicheren Variante, in der jede Seite nur
einmal vorkommt.

Es ergibt sich ebenfalls, dass die Durchschnittsmenge zweier Mengen exis-
tiert:

Definition 2.2 xNy:={z|y€x Az €y}

Wichtig ist der Begriff des Durchschnittes aller Elemente einer Menge X,
oder kurz des Durchschnittes einer Menge X:

Definition 2.3 NX = {2z | X Z0A ANz € X — 2z € 1)}

Falls X = () legen wir fest, dass auch (] X := (3. Die Menge {z | A(z € X —

xT

z € x)} existiert nach Aus, da alle z, die der Bedingung A(x € X — z € x)

T
geniigen, Elemente eines y € X sind. (| X enthélt alle Elemente, die Element
eines Elementes von X sind. Eine Zeichnung soll dies verdeutlichen:

X

Die Menge X enthélt vier Mengen, deren gemeinsame Elemente durch die
schraffierte Flidche symbolisiert sind. Die Elemente, die sich in der schraffierten

3In einer von Neumann-Bernays-Godelschen Klassenmengenlehre wird [ so definiert, dass
N0 =V. Wobei V = {z | x = 2} Universum genannt wird. In einer Klassenmengenlehre
wird unterschieden zwischen Klassen, denen das Elementsein erlaubt ist und die Mengen
genannt werden, und solchen die zu grof3 dafiir sind — die eigentliche Klassen. V ist eine
solche eigentliche Klasse aller Mengen.
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Flache befinden, bilden den Durchschnitt von X.
Die mengentheoretische Differenz ist definiert als: x \y:={z € x| z ¢ y}

Das Kleine Vereinigungsmengenaxiom (U-Ax): Zu je zwei Mengen z und
y gibt es eine Menge, die alle Elemente von x und y enthdlt.

AMVAEz€ExzNzey — 2z € w)

T Yyw =z

Das Grofle Vereinigungsmengenaxiom (| J-Ax) (Union axiom): Zu jeder
Menge X gibt es eine Menge, die alle Elemente der Elemente von X enthdlt.

AVAzeXNzex—z€ey)
X yx,z

Potenzmengenaxiom (Pot) (Power-set axiom): Zu jeder Menge z gibt es
eine Menge, die alle Teilmengen von x enthdlt.

AVA(z Sz —zey)

Ty z

Ebenso wie fiir den Durchschnitt einer Menge lasst sich hier eine unére
Operation definieren. Die Potenzmenge einer Menge: Pot(z) := {z | z C z}.
Nach Aus existiert die Potenzmenge jeder Menge. Die Potenzmenge von {} ist
{{}}, da die leere Menge Teilmenge jeder Menge ist.

Obwohl die Begriffe Abbildung und Méchtigkeit noch nicht vorgestellt wur-
den, nehme ich hier eine Bekanntschaft mit ihnen an, und bringe an dieser
Stelle eine fundamentale Erkenntnis der Mengenlehre, die besagt, dass es zu
jeder Menge eine andere mit mehr Elementen gibt:

Cantors Theorem: Es gibt keine Abbildung von einer Menge x auf Pot(z).
Das kann gleichbedeutend auch so formuliert werden:
Die Michtigkeit einer Menge x ist kleiner als die Mdchtigkeit der Pot(x).

Der Beweis des Theorems erfolgt mit einer Variante des Gedankens, der im
Beweis von Russells Antinomie angewandt wird. Und tatsichlich gelangte Rus-
sell zu seinem Beweis durch eine Analyse des Beweises von Cantor (Ebbinghaus
1994, p.133, Levy 1979, p.87, Monk 1969, p.56).

Beweis Nehmen wir an, dass eine Funktion f die Menge z auf Pot(z) abbildet.
Basteln wir nun die Menge y = {z | z € z,x ¢ f(x)}, die eine Teilmenge von
z ist, y C z. Da jede Teilmenge von z Element von Pot(z) ist, muss es ein x
geben, dessen Bild unter f die Menge y ist. Wir wéhlen gezielt dieses x € z mit

f(z)=y.Danngilttz €y -z ¢ f(x) Dz ¢yundae ¢y —a ¢ f(z) -z €y.
Unendlichkeitsaxiom (Inf) (Infinity Axiom):
VexzANz€exr—2zU{z}€x))

Mit diesem Axiom kommen wir dem Thema der Arbeit, der Rekursivitit, be-
reits etwas ndher, da Mengen, die nach Inf gebildet werden, einen induktiven
Aufbau besitzen. Eine nach Inf gebildete Menge kénnen wir uns so vorstellen:
{0,{0},{0,{0}},{0,{0},{0,{0}}},... }. Inf garantiert die Existenz unendlicher
Mengen.
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Definition 2.4 (Induktive Mengen)
x ist induktiv ;> ez AA(z €z — 2U{z} €z}
z

Besonders interessant ist die kleinste induktive Menge, die nur aus den Mengen
besteht, die Element jeder induktiven Menge ist.

Definition 2.5 w:=({z |0 ez AA(z €z — 2U{z} € x)}

w ist Teilmenge jeder induktiven Menge, also die kleinste Menge im Sinne von
C. Nach Ext ist die so definierte Menge w eindeutig bestimmt.

Schema der Ersetzungsaxiome (Ers) (Axiom-Schema of Replacement):

AAN@(u,v) Adp(u, w) — v =w) = AVA@ ey < (V € 2)¢(u,v))

u v w zZYyv u
Dabei diirfen y, z und w nicht frei in 1(u, v) vorkommen und v (u, w) bezeichnet
die Formel, die entsteht, wenn v in ¥ (u,v) durch w ersetzt wird. Der erste Teil
der Formel formuliert die Voraussetzung, dass ¥ jedem u genau ein v zuordnet,
1) also eine Operation ist. Wenn das nun so ist, dann behauptet das Axiom, dass
es eine Menge y gibt, die alle Mengen v enthilt, die auf solche Weise eindeutig
den Mengen u aus z zugeordnet werden. Es werden also iiber eine Operation
1 die Elemente der Menge z durch Elemente der Menge y ersetzt. Einfach
ausgedriickt sagt Ers, dass, falls f eine Funktion und Def(f) eine Menge ist,
auch Bild(f) eine Menge ist. Allerdings werden Def, Bild und Funktionen erst
spéter erklart.

Das ganze funktioniert auch etwas komplizierter mit Parametern, als die
wir von u und v verschiedene freie Variablen z1,..., 2, in ¥(u,v,x1,...,2y,)
bezeichnen kénnen. Das v ist nicht nur durch u, sondern auch durch z,...,x,
bestimmt. Sind z1, ..., x, gegeben, so besteht die Menge y aus denjenigen Men-
gen v, fiir die \ ¥(u,v,x1,...,2,) gilt. Eine Variable kommt frei in einem
Ausdruck vor, vqégfm sie nicht im Wirkungsbereich eines Quantors liegt.
Fundierungsaxiom (Fund) (Regularity axiom, Axiom of foundation):

Jede nicht leere Menge besitzt ein beztiglich der Elementbeziehung minimales
Element.

ANy#0—V(@eyrzny=0)

Yy x
Fund garantiert, dass das Mengenuniversum beziiglich € hierarchisch aufgebaut
ist. Es gibt keine zirkuldren Elementbeziehungen und auch keine Menge, die
Element eines ihrer Elemente sein konnte:

-V (@y€xiA...Nxp_1 €2y ATy € ()

x0,...@Lzy

2.3 Definitionen

2.3.1 Relationen

Die einzigen Dinge, die sich in unserem Universum befinden sollen, sind Men-
gen und bisher trifft das ja auch zu. Es ist jedoch wesentlich, dass wir auch



2.3 Definitionen 17

Beziehungen zwischen Dingen darstellen kénnen. Die Weise, in der zwei Dinge
zueinander in Beziehung stehen, kann durch ein geordnetes Paar dargestellt
werden. So kénnte zum Beispiel das geordnete Paar (z,y) interpretiert wer-
den als Groflen- oder Verwandtschaftsverhéltnis. Um geordnete Paare unter die
gewohnlichen Dinge unseres Universums subsumieren zu kénnen, beschréinken
wir uns darauf, sie als beliebige Objekte zu betrachten, fiir die wir (auf dem
Mengenuniversum) eine binére Paarungsoperation P definieren kénnen, fiir die
folgendes gilt:

A (Pla,y) = P(u,v) =7 = uny =) (2.1)
T,Y,u,v
Wir kénnen dann (x,y) so definieren: (z,y) := P(x,y). Wir eliminieren also

Relationen durch die Weise, in der wir geordnete Paare explizieren. Laut Quine
ist sogar jede Explikation eine Elimination (Quine 1960, p.260). Zu beachten
ist, dass es viele Operationen und damit Objekte des Universums gibt, die den
Anforderungen von 2.1 geniigen. Nach einem Vorschlag von Norbert Wiener
konnen wir (x,y) als die Menge {{z},{y,0}} auffassen. Nach einem bekann-
teren Vorschlag von Kazimierz Kuratowski ist es ebenso mdoglich, (x,y) mit
{{z},{z,y}} zu identifizieren, was wir als Definition iibernehmen wollen.

Definition 2.6 (geordnetes Paar) (z,y) := {{z}, {z,y}}.

Aus der Auffassung des geordneten Paares als Relation zwischen zwei Objekten
ist also die Eigenschaft eines Objektes geworden, die als einstelliges Préadikat
formuliert werden kann:

Definition 2.7 x ist geordnetes Paar : \/\/ = = (u,v).
u v

Die Frage, was ein geordnetes Paar ist, ist zwar nicht beantwortet worden, der
Begriff des geordneten Paares ist aber in einer klirenden Weise durch andere
Konzepte ersetzt worden. Wir haben das Problem nicht gelést, wir haben es
als unwichtig markiert und aufgelst, indem wir geordnete Paare als bestimmte
Mengen auffassen. Quine beschreibt dies so: ,,In the beginning there was the
notion of the ordered pair, defective and perplexing but serviceable. Then men
found that whatever good had been accomplished by talking of an ordered pair
(x,y) could be accomplished by talking instead of the class {{z}, {y,0}} - or,
for that matter, of {{z},{z,y}}.“ (Quine 1960, p.260) Allerdings ergeben sich
bei diesem Vorgang ein paar zusétzliche Eigenschaften, die wir vorher nicht
mit geordneten Paaren assoziiert haben, wie die, dass z und y Elemente der
Elemente von (z,y) sind, oder dass (x,z) = {{z}}. Fiir geordnete Paare gilt
also (z,y) = (u,v) — x =u Ay = v und es ist wissenswert, dass

u€xAveEy— (u,v) € Pot(Pot(z Uvy))

Mit Hilfe von geordneten Paaren lassen sich leicht das kartesische Produkt
zweier Mengen, sowie Relationen definieren:

Definition 2.8 z x y := {{u,v) | u € x Av € y}. © X y heifit kartesisches
Produkt von x und y.
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Definition 2.9 x ist eine bindre Relation :« x ist eine Menge von geordneten
Paaren.

Definition 2.10 z ist eine bindre Relation iiber y < x C y X y.

Besondere Relationen sind die leere Relation (), die Allrelation x x x iiber
einer Menge x, die Identititsrelation id, := {(z,y) | © = y}, sowie die Elemen-
trelation iiber einer Menge z: €,= {(u,v) | u,v € x Au € v}. Fiir ,,u steht in
der bindren Relation r zu v“, also (u,v) € r, kénnen wir auch in Infixnotation
kurz urv schreiben.

Nachdem wir geordnete Paare mit Hilfe von Priddikaten iiber dem Men-
genuniversum als Mengen erklért haben, kénnen wir also auch Relationen iiber
Mengen selbst als Mengen auffassen. Dies ist mdglich, da fiir alle Ausdriicke

o(u,v,x1,...,xy,) gilt:

A AV r={uv)|lucarnveanp(uvz,...,z,)}

T1,.Tp a T

Wenn zum Beispiel ¢ das Gleichheitspriadikat bezeichnet, dann gilt fiir v, v € a,
dass u = v < (u,v) € id,. id, ist eine Relation tiber der Menge a. Allerdings,
und das ist hinsichtlich Uberlegungen zum Identitétsbegriff vielleicht aufschluss-
reich, kann mit einer Relation nicht das ganze Gleichheitspréadikat eingefangen
werden, da diese Relation eine Allmenge wire, die es ja nach Aus nicht geben
kann.

Definition 2.11

(i) Def(z) := {u] \U/((u,v> € x)}. Def(x) ist das Vorfeld von x.
(ii) Bild(z) = {v]|V({u,v) € x)}. Bild(z) ist das Nachfeld von x.
(i) Feld(x) = Def(x)UBild().

Fiir ,, f ist eine Relation“ schreiben wir kurz Rel f.

Definition 2.12 Fine Relation r heifst

(i) irreflexiv. 1~ A({(z,z) ¢ r)

T

(i1) reflexiv. > Az €a— (z,2) €7)
(iii) transitiv. > /:\/y\/z\((x,y> €rA

(y,2) er — (z,2) €1)
(iv) konnex (linear) :— /m\/y\((x,y> erv(y,x)ervVe =y)
(v) symmetrisch :— AA({z,y) € r A (y,x) €7)
(vi)  antisymmetrisch (identitiv) :«< z\/y\((x, y) ErN(y,z) €Er -z =1y)
(vii) asymmetrisch :— /I\/Z\((x, yyerA—-(y,x) €r)

Ist eine Relation konnex, so sind je zwei Elemente miteinander vergleichbar
und jedes Element ist mit sich selbst vergleichbar.
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Definition 2.13 (Ordnungsrelation, Aquivalenzrelation)

(i) r ist eine Ordnungsrelation iiber a :«» Rel r und r ist reflexiv tiber a,
antisymmetrisch, transitiv und konnex iber a. Fine Ordnungsrelation
tiber a ist eine Ordnungsrelation im Sinne von <.

(ii) 7 ist eine Ordnungsrelation :« r ist eine Ordnungsrelation iiber Feld(r).

(iii)  r ist eine strikte Ordnungsrelation iiber a < Rel r und r ist irrefleziv,
transitiv und konnex iber a. Fine strikte Ordnungsrelation iber a ist
eine Ordnungsrelation im Sinne von <.

(iv) 7 ist eine strikte Ordnungsrelation : < r ist eine strikte Ordnungsrela-
tion tber Feld(r).

(v) st eine Aquivalenzrelation iiber a :«» Rel r und r ist reflexiv iiber a,
symmetrisch und transitiv.

(vi) 1 ist eine Aquivalenzrelation :« r ist eine Aquivalenzrelation dber
Feld(r).

Ko6nnen je zwei Elemente miteinander verglichen werden, so wird die Ord-
nungsrelation total genannt, ansonsten partiell. Das heifit, die oben definierten
Ordnungsrelationen sind totale, da die Konnexivitét jeweils als Eigenschaft an-
gegeben wurde. Im weiteren Verlauf sollen alle angefiihrten Ordnungsrelationen
als totale verstanden werden.

Wir sagen, dass ein x ein r-minimales Element von a ist, wenn x € a und
es kein y € a gibt, mit (y,xz) € r. Falls r eine Ordnungsrelation iiber a ist, so
ist x das kleinste Element von a beziiglich r.

Mengen wird mit Hilfe von auf ihnen definierten Relationen eine relationale
Struktur aufgepragt. Binéire Relationen erzeugen dabei eine bindre Struktur.

Definition 2.14 (binire Struktur)
x ist eine bindre Struktur :— x = (a,r), mit r C a x a (vgl. Def. 2.10)

Die Menge a heifit Trigermenge von x. Ist r eine Ordnungsrelation iiber a, so
wird (a,r) (totale) Ordnung genannt.

2.3.2 Funktionen

Ein Begriff, der scheinbar gleichberechtigt neben dem Mengenbegriff steht, ist
der Funktionsbegriff. Gottlob Frege verwehrte sich in seiner Analyse von Funk-
tionen, diese iiber den Begriff einer Verdnderlichen zu erkliaren, auf die ein Teil
eines Funktionsausdrucks verwiese: , Einfacher und klarer wére der Fall wohl
so darzustellen: Jeder Zahl eines xz-Bereiches ist eine Zahl zugeordnet. Die Ge-
samtheit dieser Zahlen nenne ich den y-Bereich.“ (Frege 1904) Anschlieflend
erklirt er aber die Abgrenzung dieser Bereiche fiir unwesentlich und konzen-
triert sich auf den Aspekt der Zuordnung zweier Zahlen, die nach unterschiedli-
chen Gesetzen vor sich geht. Unterschiede in den Zuordnungsgesetzen driicken
Unterschiede der Funktionen aus. Die Funktionen selber kénnen jedoch nicht
bezeichnet werden. Lediglich das Zeichen der Funktion kann als ungesdttigter
Teil eines Ausdrucks auftreten. So kénnen wir die Ergdnzungsbediirftigkeit der
Sinusfunktion mit sin(-) andeuten, indem wir das Zeichen des Arguments, das ja
auf eine Veranderliche referieren wiirde, weglassen. Die Argumentstelle selbst
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habe ich durch ,-“ markiert. Frege markierte sie durch einen etwas gréfleren
Abstand zwischen den Klammern: sin( ).

Wir wollen von Frege iibernehmen, dass es auf eine Zuordnung ankommt,
und dass Funktionen nichts mit Verdnderlichen zu tun haben. Die Unterschei-
dung der Bereiche ist jedoch wesentlich. Auch kann auf Funktionen referiert
werden, da sie als besondere Relationen und damit als Mengen aufgefasst wer-
den kénnen.

Das Wesentliche einer Funktionen ist also ihr Definitionsbereich, ihr Wer-
tebereich sowie die Tatsache, dass sie eine Zuordnung erfasst. Dabei wird jedes
Element des Definitionsbereichs mit genau einem Element des Wertebereichs
in Relation gesetzt. Fiir ,,f ist eine Funktion“ schreiben wir kurz Fkn f und
definieren:

Definition 2.15 (Funktion)
Fhn f > Rel f A NAA((,9) € F A (2,2) € f =y = 2).
Ty z
Dass jedem Element der Menge x ein Element der Menge y zugeordnet wird,
symbolisieren wir durch £ — gy und definieren dies so:

Definition 2.16 (Zuordnung) f:xz — y:— Fkn fADef(f) = zABild(f) C
Y.

Wihrend also Frege ,, f( )¢ als Zeichen der Funktion deutete, wollen wir eine
zweistellige Operation () einfithren, die als Argumente eine Funktion f, sowie
eine beliebige zweite Menge x hat, und diesen den Funktionswert von x unter f
zuordnet. Die Argumentstellen der Operation ( ) kénnen wir wieder durch ,,-*
andeuten: -(-). Die intuitivere Schreibweise wire wohl (x,y) € f oder, wie fiir
Relationen iiblich, z f y.

Definition 2.17 Funktionswert von x unter f:

Fa) = das eindeutig bestimmte y mit (x,y) € f, falls Fkn f A x € Def(f);
" 0, sonst.

Dabei ist zu beachten, dass die Verwendungsweise des Zeichens ,, f (z)“ mehr-
deutig ist. Es kann darunter die Funktion selbst verstanden werden, wie im Satz
»Add(z,y) ist symmetrisch“. Es kann aber auch der Wert der Funktion gemeint
sein, wie im Satz ,,Die Summe Add(z,y) von zwei natiirlichen Zahlen x und y ist
grosser oder gleich z“. Es sollte deshalb nur Add geschrieben werden, wenn die
Funktion gemeint ist, und Add(z,y), wenn der Funktionswert bezeichnet wer-
den soll. Die ist jedoch nicht immer einfach moglich, wie das Beispiel ,, f(g(x))*
zeigt. Dieses Zeichen steht wieder einerseits fiir den Wert der Funktion f, wenn
als Argument der Wert der Funktion g fiir das Argument x verwendet wird, an-
dererseits aber auch fiir eine neue Funktion, die durch die Komposition (siehe
unten) von g und f entsteht.

Um einer Erklarung von Rekursion ndher zu kommen, wollen wir uns erin-
nern, dass es eines ihrer wesentlichen Merkmale ist, dass bei der Beschreibung
eines Einzeldings auf ein dhnliches aber einfacher strukturiertes Einzelding re-
kurriert wird. Dieses Merkmal hat ihr den Namen gegeben und unterscheidet sie
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auch von der Induktion, die nicht reduktionistisch, sondern generisch operiert.
Ob diese Unterscheidung tatsdchlich gemacht werden kann, soll noch untersucht
werden. Der Vorgang der Reduktion verlangt natiirlich, dass bei bestimmten
basalen Entitéten abgebrochen wird. Das Fundierungsaxiom (p.16) garantiert
die Existenz einer solchen basalen Entitéit in Form eines minimalen Elements
beziiglich der €-Relation. Das Rekurrieren sowie der Begriff der Vereinfachung
konnen durch die Komposition und Restriktion von Funktionen — die ja, laut
Definition nur bestimmte Mengen sind — erfasst werden, wenn es sich bei den
untersuchten Dingen um Mengen handelt.

Das Hintereinanderausfithren von Funktionen, das als Operation auf dem
Mengenuniversum definiert werden kann, nennen wir ihre Komposition:

Definition 2.18 (Komposition)

_ J {lu,9(f(u)) | w € Def(f)}, falls Fkn f A Fkn g ABild(f) C Def(g);
9of = { 0, sonst.

Gilt Fkn f und Fkn g, sowie Bild(f) C Def(g), so kann auf Def(f) eine Funktion
mit (go f)(x) := g(f(x)) fiir alle x € Def(f) definiert werden. Falls f:a — b
und g : b — ¢, soist go f : a — ¢. Um Verwirrungen zu vermeiden, ist g o f
am besten ,, g nach f* zu lesen, da die Ausfithrung von rechts nach links erfolgt.
Ahnlich wie Pridikate durch eine Relation, kénnen wir also Operationen durch

Funktionen ,einfangen®, wenn wir sie nur fiir eine bestimmte Menge betrachten
(vergleiche Ebbinghaus 1994).

Definition 2.19 (Fortsetzung)
g heifit Fortsetzung der Funktion f :—

Def(f) C Def(g) A 4\(96 € Def(f) — f(z) = g(z))

g ist genau dann eine Fortsetzung von f, wenn f C g. Falls g eine Fortsetzung
der Funktion f ist, so nennen wir f auch eine Restriktion von g. Def(f) sei mit
y bezeichnet. Anstelle von f schreiben wir dann g[y.

Definition 2.20 (Restriktion) Restriktion von g auf den Definitionsbereich
Y-

gly :=A{(z,9(x)) [z € y}

Gleichbedeutend kann gly auch als g N (y x Bild(g)) definiert werden. Ist g
eine Funktion, so auch gly. Ein Beispiel soll die Restriktion anschaulich machen.

Fir g = {(v,w), (z,9), (y,2)} und y = {z,y} ist gly = {{z,y), (v, 2)}-
Zum Abschluss sei noch die Menge aller Funktionen f von x nach y definiert:

Definition 2.21 *y:={f € Pot(z xy) | f: x — y}

2.3.3 Zahlen

Zahlen dienen uns einerseits dazu, etwas zu zéhlen, das heifit, eine Reihenfolge
anzugeben, andererseits dazu eine Anzahl festzustellen. Zahlen, die im ersten
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Sinn gebraucht werden, nennen wir Ordinalzahlen. Diejenigen, die zur Fest-
stellung einer Anzahl verwendet werden, nennen wir Kardinalzahlen. Welche
Mengen sollen wir nun als die natiirlichen Zahlen wéhlen? Wir koénnen da-
mit beginnen, dass wir die mengentheoretische Zahl 7 mit irgendeiner Menge
x identifizieren, die 7 Elemente hat. 7 ist das Symbol einer Konstanten der
mengentheoretischen Sprache, so wie das Konstantensymbol () die Menge y be-
zeichnet, auf die das Priadikat ¢, mit ¢(y) := =\/(x € y), zutrifft. 7 dagegen

ist das metasprachliche Zeichen fiir die Zahl 7, vzx/fenn wir an die von uns un-
abhéngige Existenz von Zahlen glauben, oder einfach fiir den Begriff, der durch
das Wort Sieben bezeichnet wird. Die Menge 8 als Zahl 8 soll dann natiirlich
um ein Element mehr als 7 haben. Es liegt nahe, die Menge 7 selbst als achtes
Element in 7 aufzunehmen, um acht Elemente zu erhalten. Die Menge 8 besteht
also aus den sieben Elementen der Menge 7 vereinigt mit der Menge 7 selbst.
Nach diesem Vorschlag ist jede Zahl also die Menge ihrer Vorgéngerinnen. For-
mal definieren wir die Nachfolgerin einer Menge als:

Definition 2.22 (Nachfolgerin von z) N(z):=z U {x}

Wollen wir mit 0 die Menge mit null Elementen bezeichnen, so bleibt uns
dafiir nur die Wahl von (). Die ersten drei Nachfolgerinnen von 0 sind dann
1:=N(0) =N() =0u{0} = {0} = {0},
2:=N(1) =N{0}) = {0} U {{0}} = {0,{0}} = {0,1} und
3:=N(2) =N{0,{0}}) = {0, {0}} U {{0,{0}}} = {0, {0},{0,{0}}} ={o0,1,2}

Da uns dieser Aufbau bekannt vorkommt, wihlen wir die kleinste indukti-
ve Menge w als die Menge der natiirlichen Zahlen. Inf garantiert uns, dass die
Konstruktion der Nachfolgerin unendlich oft in einer Menge fortgesetzt werden
kann. Das heifit, Inf garantiert, dass die von 0 ausgehende unendliche Reihe
von Nachfolgerinnen zu einer Menge zusammengefasst werden kann. Ohne das
Unendlichkeitsaxiom wire also nicht gewéhrleistet, dass diese Menge, die einen
Denkschritt von einer unendlichen Reihe zu deren aktual unendlichen Gesamt-
heit darstellt, existiert. Ob das alles einen Sinn ergibt, sei hier beseite gestellt.

Definieren wir die Projektion des linken und rechten Elements entsprechend
als

Definition 2.23 (Projektion)
(1) m((z,y)) ==
(i) m((z,y) =y

so kann die Nachfolgerfunktion folgendermaflen definiert werden:*
Definition 2.24 (Nachfolgerin) N :={z € w x w | m.(2) = m(2) U {m(2)}}

Als Teilmenge jeder induktiven Menge, ist w selber induktiv. Dies besagt
gerade, dass erstens 0 € w und zweitens A(n € w — N(n) € w).
n

4Zur Verdeutlichung: m;({{u}, {u,v}}) = u
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2.3.4 n-Tupel und Strukturen

Das Konzept des geordneten Paares lédsst sich iiber eine rekursive Definition
leicht auf beliebige n-Tupel erweitern. Geordnete Paare sind so verstanden ein
Spezialfall, ndmlich 2-Tupel.

Definition 2.25 (n-Tupel)
(i) (z):==z

(ii) Firn>1 sei (xg,...QL x,) = ((xo,... QL zp_1),Tn).

Eine algebraische Struktur ist — als eine ebenso einfache Verallgemeinerung
der binédren Struktur — das 4-Tupel (a, (7i)icr,, (fi)iel,, (¢i)icls, ). Die verwir-
rende Familienschreibweise (vergleiche Ebbinghaus 1994, p.66-67) soll uns hier
nicht weiter interessieren. Ausgesagt werden soll damit, dass eine algebraische
Struktur aus einer Tragermenge a, mehreren Relationen r;, mehreren Funktio-
nen f;, sowie mehreren Konstanten ¢; besteht. Die bereits auf Seite 19 erwéhnte
bindre Struktur besteht aus der Trigermenge und nur einer Relation. Die Funk-
tionen und Konstanten fehlen — was erlaubt ist.

Fiir induktive Beweise sowie rekursive Definitionen iiber Mengen ist es wich-
tig, dass diese einen bestimmten hierarchischen Aufbau besitzen. So gilt zum
Beispiel fiir w, dass jede ihrer Teilmengen ein kleinstes Element enthélt. Wir
konnen allgemein solche Relationen als fundiert bezeichnen, die einer Menge a
eine Struktur aufprigen, in der jede nicht leere Teilmenge von a ein kleinstes
Element beziiglich der Relation r enthélt.

Definition 2.26 (fundierte Relation) (well-founded relation)
r st fundierte Relation tber a <

/b\(V)#b/\bgaﬁ\/(yEb/\bﬂ{x\<x,y>6r}:®))

Dazu ist folgende simple Abkiirzung niitzlich:
Definition 2.27 (Menge der r-Vorginger)
rlu] ;== {v € Def(r) | (v,u) € r}

r[u] bezeichnet also die Menge aller beziiglich r vor u liegenden Elemente aus
Def(r).

Definition 2.28 (fundierte Struktur) (well-founded structure)

(a,r) ist eine fundierte Struktur :—

(a,r) ist eine bindre Struktur NN #£bAbCa— \/(y €bAbNru] =0))
b y

Nicht leere Teilmengen von a konnen mehr als ein minimales Element be-
ziiglich der Relation r haben. Wir konnen den Begriff der fundierten Struktur
zu dem der Wohlordnung verschérfen, indem wir fordern, dass es nur ein sol-
ches Element in jeder nicht leeren Teilmenge der Trigermenge geben soll. Fiir
fundierte Strukturen gilt dies ndmlich im allgemeinen nicht.

Definition 2.29 (Wohlordnungsrelation)
r ist eine Wohlordnungsrelation tiber a
r st eine strikte Ordnungsrelation und fundierte Relation tber a.
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Definition 2.30 (Wohlordnung)
(a,r) ist eine Wohlordnung :«<
(a,r) ist eine strikte Ordnung und eine fundierte Struktur.

Definition 2.31 (fundierte Menge)
x st fundiert :— (w, €;) ist eine fundierte Struktur.

Fiir die Durchfithrung des Beweises, dass rekursive Definitionen auf fundier-
ten Strukturen moglich sind, wird uns folgende Definition niitzlich sein:

Definition 2.32 (Anfangsstiick)
b ist ein Anfangsstiick von a beziiglich r <

rCaxaANbCaNAueb—riu Cb)

Fiir das leichtere Verstehen ist zu beachten, dass die Elemente der Men-
ge r[u] aus Def(r) sind. Das heisst, auch wenn die u in der Definition aus b
gewihlt werden, miissen die Elemente von r[u] nicht aus b sein. Ein Beispiel:
a={1,2,3,4}, b ={1,2}, ¢ =0, d = {2,3}. Die Mengen b und ¢ sind Anfangs-
stiicke von a beziiglich der <-Relation. Die Menge d nicht, da r[3] = {1,2} Z d,
aber 3 € d.

2.4 Induktionssatz

Das Prinzip des Beweisens durch mathematische Induktion ist in zwei Formen
bekannt. Bei der vollstindigen Induktion (ordinary induction) wird gezeigt, dass
alle natiirlichen Zahlen eine bestimmte Eigenschaft haben, indem gezeigt wird,
dass erstens die Zahl 1 eine bestimmte Eigenschaft hat und dass zweitens fiir
jede natiirliche Zahl k auch k + 1 die Eigenschaft hat. Bei der gewdhnlichen In-
duktion (weak induction, complete induction) wird gezeigt, dass alle natiirlichen
Zahlen eine bestimmte Figenschaft haben, indem gezeigt wird, dass, falls alle
natiirlichen Zahlen kleiner als k die Eigenschaft haben, auch £ die Eigenschaft
hat.

Wollen wir also eine Aussage der Form AA(n), mit n € N, durch (meta-
n
sprachliche) vollstindige Induktion beweisen, so zeigen wir folgendes:

1. Induktionsanfang: Die Behauptung gilt fiir ein kleinstes Element n = 0.

2. Induktionsschritt: Wenn die Behauptung fiir ein beliebiges n gilt (Induk-
tionsvoraussetzung), dann gilt sie auch fiir deren Nachfolgerin n + 1 (In-
duktionsbehauptung).

Wir kénnen nun einen Satz beweisen, der es uns erlaubt, die Induktion objekt-

sprachlich durchzufiihren.

Theorem 2.1 (vollst. Ind. in fund. Strukturen — Mengenform)
Sei (a,r) eine fundierte Struktur, dann gilt

ANAuweEanrfu] Cb—ueb) —alCh)
b u
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Im Gegensatz zum oben skizzierten metasprachlichen Induktionsverfahren
wird hier nicht von einem Element auf dessen Nachfolger, sondern von allen r-
Vorgéangern auf das Element selbst geschlossen. Da dadurch Satz 2.1 vielleicht
etwas schwieriger zu lesen ist, gebe ich eine Erklarung in Worten: Es wird etwas
iiber Mengen b ausgesagt, die dadurch bestimmt werden, dass » in b enthalten
ist, falls v Element von a ist und alle Vorgénger von u Elemente von b sind.
Alle Vorgénger von u sind genau dann Elemente von b, wenn die Menge der
r-Vorgénger von u — die ja alle Vorgénger von u beziiglich r zu einer Menge
zusammenfasst — Teilmenge von b ist, r[u] C b. Fiir alle so bestimmten Mengen
b gilt nun, dass a C b. Das heifit, die Mengen b enthalten mindestens alle
Elemente von a. Der Induktionsanfang ergibt sich dadurch, dass die Menge der
r-Vorgénger von u leer ist, r[u] = 0, falls u ein r-minimales Element von a ist.
Beweis Wire a\ b # () und u € a \ b ein minimales Element beziiglich r, so
gilte r{u] C b, und damit auch u € b. Das ist ein Widerspruch. O

Etwas vertrauter wirkt der Induktionssatz als Schema in Pradikatsform:

Theorem 2.2 (vollst. Ind. in fund. Strukturen — Pridikatsform)
Sei (a,r) eine fundierte Struktur

= A ean\({v,u) €r— () = ¢(u)) = Alu € a— ¢(u))
In Worten: Wenn fiir ein beliebiges w gilt, dass ¢(u) gilt, falls ¢(v) fir alle v
gilt, die in der Relation r zu u stehen, dann gilt ¢(u) fiir alle u. Die Induktions-
annahme lautet dabei A\((v,u) € r — ¢(v)). Fiir Strukturen, die nicht fundiert

v
sind, gilt ein solches Induktionsprinzip nicht. Damit ist die Fundiertheit eine
Voraussetzung fiir das im néchsten Abschnitt formulierte Rekursionstheorem.

2.5 Definition durch Rekursion

Das hier vorgestellte Rekursionstheorem sagen etwas iiber die Definierbarkeit
von bestimmten Funktionen iiber bestimmten Strukturen mit Hilfe von Rekur-
sion aus. Rekursive Definitionen scheinen sich wesentlich von expliziten Defini-
tionen zu unterscheiden. Bei expliziten Definitionen wird ein Definiendum durch
ein Definiens erklért, das jederzeit wieder eliminiert werden kann. Das Definien-
dum ist also nur eine abgekiirzte Schreibweise fiir das Definiens. In dieser norma-
tiven Auffassung des Definitionsbegriffes, ist ,,eine Definition eine willkiirliche
Festsetzung, durch die ein neues Zeichen, fiir einen zusammengesetzten Aus-
druck eingefiihrt wird, dessen Sinn aus seiner Zusammensetzung bekannt ist.
Das Zeichen, das bis dahin keinen Sinn hatte, bekommt durch die Definition den
Sinn jenes zusammengesetzten Ausdrucks.“ (Frege 1914, p.104-106, vergleiche
auch Whitehead und Russell 1910, p.21) Erinnern wir uns an die bereits erwéhn-
te Teilmengenbeziehung: x C y 1 A(z € z — z € y). Das Symbol C kommt

im Definiens nicht vor und das Deﬁéiendum kann in allen bisherigen Formeln
durch das Definiens ersetzt werden. Das heifit, dass durch die Einfithrung von C
keine wesentliche Erweiterung der mengentheoretischen Sprache stattfindet, da
das Symbol jederzeit wieder eliminiert werden kann. Es ist nach dieser Auffas-
sung theoretisch unnoétig, iiberhaupt Definitionen einzufiithren. Bei der ebenfalls
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bereits erwidhnten rekursiven Definition der Addition ist diese Eliminierbarkeit
nicht auf den ersten Blick ersichtlich: m + 0 = m;m + N(n) = N(m + n). Im
zweiten Teil der Definition erscheint das Definiendum + auch im Definiens.
Handelt es sich hier um eine von der expliziten Definition vollig verschiedenen
Definitionsweise? Wird die mengentheoretische Sprache und Theorie dadurch
in einer wesentlichen Weise erweitert?

Die Rekursionstheoreme zeigen unter anderem, dass dem nicht so ist, und
dass sich rekursive Definitionen auf gewdhnliche zuriickfiihren lassen. Die Addi-
tion auf N zum Beispiel (vergleiche Monk 1969, p.87) kann durch eine explizite
Definition eingefiihrt werden, wenn gezeigt werden kann, dass es genau eine
Funktion f :w X w — w gibt, mit

{n\é\(m,n cwA f(m,0) =mA f(m,N(n)) = N(f(m,n))).

Dann kann die Addition auf folgende Weise definiert werden:

+::ﬂ{f:f6wxww/\
{n\/n\(man €w — f(m,0) =mA f(m,N(n) =N(f(m,n))))}

Das Definiens bezeichnet die Einermenge { f}. Es gibt genau eine solche Funkti-
on f und + ist genau diese Funktion, + := ({f} = f. Den etwas komplizierten
Beweis, der zeigt, dass die Funktion f existiert und dass es genau ein solches f
gibt, wollen wir uns nicht ersparen.

Im Beispiel wurde die Addition auf der Menge der natiirlichen Zahlen w defi-
niert.? Die allgemeinste Form von rekursiven Definitionen ist jedoch nicht iiber
w, sondern iiber fundierten Strukturen moglich. Wir wollen also zeigen, dass
auf einer fundierten Struktur a die Funktion G mit Hilfe einer Rekursionsvor-
schrift F' definiert werden kann: G(z) = F'(z, G|r[z]). Die Rekursionsvorschrift
F' fithrt dabei den Wert der Funktion G fiir x mit Hilfe einer Rekursion auf
Werte der Funktion G fiir Vorgénger von z zuriick. Die Rekursion gibt dabei
an, auf welche Elemente zu rekurrieren ist. In unserem Fall besteht die Rekursi-
on in der Bestimmung der Menge der r-Vorgéanger. Wir erinnern uns, dass r[x]
eine Abkiirzung fiir {y | (y,z) € r} ist. Im einfachsten Fall der primitiven Re-
kursion, wird dabei G(x) nur auf die direkte Vorgéingerin von x zuriickgefiihrt,
also nur auf die unmittelbar vorangehende Stelle rekurriert. Bei einer Wert-
verlaufsrekursion wird auf alle beziiglich der Relation r vor z liegenden Werte
zuriickgegriffen.

In einer fundierten Struktur (a, ) ist ein Element = der Trégermenge a nicht
eindeutig durch die Menge seiner Vorgéngerinnen bestimmt, denn verschiedene
FElemente von a kénnen die gleiche Menge von r-Vorgéngern besitzen. So ist zum
Beispiel fiir alle r-minimalen Elemente u von a die Menge r[u] leer. Ist dagegen
{(a,r) eine Ordnung, so wird jedes Element eindeutig durch seine Vorginger
festgelegt. Das r-minimale Element u, fiir das r[u] = (), ist das kleinste Element

5w ist eine Ordinalzahl, und zwar die kleinste Limeszahl. Die Elemente von w heifien natiirli-
che Zahlen.
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der Ordnung.® Wir koénnen daher in der Rekursionsvorschrift I nicht einfach
nur auf die Vorgédngerinnen rekurrieren, sondern miissen das Element z, auf
dessen Vorgingerinnen wir uns beziehen, als Parameter in die F' aufnehmen.

Theorem 2.3 (Definition durch Rekursion auf fundierten Strukturen)
Sei {a,r) eine fundierte Struktur und F eine zweistellige Operation, dann gibt
es genau eine Funktion G mit Def(G) = a, sodass fir alle x € a:
G(z) = F(z,GIr[z])

Beweis” Es muss gezeigt werden, dass es genau eine Funktion G gibt, die
die angegebenen Bedingungen erfiillt. Wir miissen also die Eindeutigkeit und
die Fxistenz einer solchen Funktion beweisen. Die Idee hinter dem Existenz-
beweis besteht darin, dass wir die Existenz von Funktionen h beweisen, die
auf Anfangsstiicken von a beziiglich r definiert sind, und uns so langsam der
gewiinschten Funktion G ann&hern. Das erreichen wir, indem wir zeigen, dass
Def(h) = Def(G) fiir eine der so konstruierten Funktionen h. Definieren wir M
als die Menge der Annéherungen an die Funktion G:

M ={h| Fkn h A\ Def(h) CaA
N\(x € Def(h) — h(z) = F(x,h|r[z]) Ar[z] C Def(h))} (1)
x
Die Elemente von M wollen wir Anfinge nennen. Das Ziel ist, G als die gemein-
same Fortsetzung aller Anféinge zu erhalten. Es sei G = J M und wir wollen
zeigen, dass G eine Funktion ist. Dazu zeigen wir zuerst, dass

/f\/g\(f,g € M — f[(Def(f) N Def(g)) = gI(Def(f) N Def(g))) (2)

Beweis von (2) Seien f,g € M und b = {z | x € Def(f) N Def(g) A f(x) #
g(x)}. Wir fithren einen indirekten Beweis, um zu zeigen, dass b = (). Nehmen
wir an, dass b # () und dass x ein r-minimales Element aus b ist. Dann gilt
bNrlx] = @ und nach (1) r[z] C Def(f) N Def(g). Also ist fiir ein beliebiges y
mit (y,x) € r, f(y) = g(y), da wir x ja r-minimal gew&hlt haben. Nach (1) gilt
dann f(z) = F(z, flr[z]) = F(z,g[r[z]) = g(x) und das widerspricht unserer
Annahme z € b. Damit ist b leer, (2) bewiesen und wir miissen nur noch zeigen,
dass daraus Fkn | J M folgt.
Beweis, dass Fkn |J M, wenn (2) gilt  Nehmen wir an, dass (z,y) € |JM und
(x,z) € |JM. Dann gibt es f,g € M, fiir die gilt, dass (z,y) € f und (x,z) € g.
Also ist x € Def(f) N Def(g) und f(x) = g(x) sowie y = z. Insgesamt haben wir
also gezeigt, dass G eine Funktion ist.

Da laut (1) A(h € M — Def(h) C a), ist leicht zu sehen, dass Def(G) C

h

Def(a). Jetzt gilt es, auch Def(a) C Def(G) zu zeigen, denn dann gibt es ein h,
das mit G auf a iibereinstimmt. Nehmen wir an, dass dem nicht so ist. Dann
gibt es ein r-minimales 2 € a \ Def(G), sodass (a \ Def(G)) Nrlx] = 0. Es sei

%Siehe Seite 19
"Ich folge der Darstellung von Monk (1969)
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b:={h|he MAyec Def(h)}. Wenn (y,z) € r, dann ist y € Def(G) und damit
b # 0 weiters ist (b € M. Letzteres ist zu zeigen. Dazu beweisen wir, dass
fiir jede nicht leere Teilmenge N von M gilt, dass (| NV € M. Klarerweise ist
Def((1N) C a. Nehmen wir an, dass x € Def([)N). Dann ist € Def(h) fiir alle
h € N. Damit ist nach (1) r[u] C Def(h) und nach (2) auch r[u] C Def([\N).
Sei h ein beliebiges Element von N. Dann = € Def(h) und (" N)(z) = h(z) =
F(z,hlr[z]) = F(z, ((N)Ir[z]). Damit ist gezeigt, dass (b € M.

Wir definieren nun eine Funktion H mit Def(H) = r[x], sodass fiir alle y
mit (y,z) €r

H(y) :==b (3)

Nach Ers ist Bild(H) eine Menge, und fiir k := | Bild(b) ist k € M. Letzteres
miissen wir beweisen. Das kénnen wir tun, indem wir wieder allgemein zeigen,
dass fiir jede Teilmenge N von M gilt | JN € M. Nach (2) ist [ J N eine Funktion.
Nehmen wir an, dass x € Def(| J V). Dann gibt es ein h € N, sodass x € Def(h).
Nach (1) ist dann r[z] C Def(h) C Def(|JN) und (N)(z) = h(x) = F(z,h|
rlz]) = F(z, (U N)|r[z]). Damit ist k € M.

Aus (3) folgt r[u] C Def(k). Nun sei h := kU {(x, F(x, k|r[z]))}. Offensicht-
lich ist h € M. Da aber = € Def(h), gilt € Def(G). Das steht im Widerspruch
zu unserer Wahl von x und damit ist Def(G) = a.

Wir haben also gezeigt, dass G auf Feld(r) definiert ist. Es bleibt noch zu
zeigen, dass G auch die Eigenschaft G(z) = F(z,G[r[z]) fiir alle z € a. Ist
x € a, dann ist z € Def(G) und damit auch = € Def(h) fiir ein bestimmtes
h € M. Daraus folgt G(x) = h(z) = F(z, h|r[z]) = F(x,G|r[z]). Damit haben
wir die Existenz der Funktion G' bewiesen.

Um die Eindeutigkeit von G zu zeigen, nehmen wir an, dass H ebenfalls den
Voraussetzungen des Theorems entspricht. Sei nun b := {z | z € a A G(x) #
H(z)}. Wir nehmen an, dass b # () und wihlen ein r-minimales Element aus
b. Dann ist G(y) = H(y) falls (y,x) € r, also G(z) = F(z,GIr[z]) = F(z,H|
r[z] = H(z)). Das widerspricht unserer Wahl von x € b, also ist b =0, G = H
und damit G eindeutig tiber die Rekursionsvorschrift und Rekursion bestimmt.
0



3 Berechenbarkeit

Nachdem wir gesehen haben, dass es unter bestimmten Voraussetzungen moéglich
ist, Funktionen rekursiv zu definieren, will ich mich nun mit den rekursiven
Funktionen unter dem Gesichtspunkt der Berechenbarkeit beschéftigen. Als sol-
che sind sie Gegenstand der Rekursionstheorie, die auch Theorie der rekursi-
ven Funktionen genannt wird. Rekursive Funktionen stellen eine von mehreren
Moglichkeiten dar, den unscharfen Begriff der Berechenbarkeit zu formalisieren.

3.1 Algorithmen (Effektive Prozeduren)

Um von einer Berechnung sprechen zu konnen, ist mindestens vorausgesetzt,
dass eine Menge von symbolischen Eingaben mit symbolischen Ausgaben in
Beziehung gesetzt wird. Dabei soll natiirlich eine bestimmte Berechnung fiir
dieselbe Eingabe immer dieselbe Ausgabe erzielen. Die Anweisungen, mit deren
Hilfe die gesuchten Werte gefunden werden kénnen, werden Algorithmus oder
effektive Prozedur genannt. Das Wort ‘Algorithmus’ entstand aus dem Wort
‘Algorismus’ — der latinisierten Form des Eigennamens des usbekischen oder
persischen Mathematikers Abu Abdallah Muhammed ibn Musa al-Hwarizmi al-
Magusi, der etwa um 780 bis 850 lebte und iiber das Ziffernrechnen arbeitete.
Das Wort ‘Algebra’ stammt vom arabischen Ausdruck ‘al-gabr’ im Titel seines
Buches ,,Al-kitab al-muktasar fi nisab al-gabr w’al-muqabala - Kurzes Buch
iiber das Rechnen der Algebra und Almukabala“. Dabei ist ‘al-gabr’ eine Form
des Wortes ‘gabar’, das herstellen oder einrichten bedeutet (Kriimer 1988, p.50—
52).

Berechnet wird also eine Funktion, und ein Algorithmus ist die Anleitung zur
Berechnung dieser Funktion. Dabei ist zu beachten, dass die effektive Prozedur
von der Funktion zu unterscheiden ist, die durch sie berechnet wird, da es
mehrere effektive Prozeduren zur Berechnung derselben Funktion geben kann.
Die so berechenbaren Funktionen heiflen dann algorithmisch berechenbar oder
berechenbar durch eine effektive Prozedur. In den Worten von Hartely Rogers:
,In §1.5, we formally characterized a class of partial functions, known as the
partial recursive functions. Henceforth, when we say that a partial function
is ‘effective,” ‘computable,” ‘effectively computable,” ‘recursively computable,’
‘mechanically computable,” or ‘algorithmic,” we shall mean that it falls within
this class. The property of being a member of this class is called recursiveness.“
(Rogers 1967, p.26-27)

Einerseits sollen also manche Funktionen als unberechenbar gelten, anderer-
seits soll etwas iiber die Berechenbarkeit durch jede mogliche Rechnerin ausge-
sagt werden. Wir stellen uns damit die grundsétzliche Frage, ob eine Funktion
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berechnet werden kdnnte, wenn unendlich viel Zeit zur Verfligung stiinde, die
Rechengeschwindigkeit beliebig schnell wére oder unendlich viele Blétter Papier
vorhanden wéren, um die Rechensymbole aufzuschreiben. Die hier untersuchte
Berechenbarkeit umfasst mehr als das, was von aktuellen Menschen oder Ma-
schinen berechnet werden kann, da wir keine realistischen Annahmen dariiber
machen, welche Ressourcen uns zur Verfiigung stehen. Die Berechenbarkeit wird
damit nicht als relativ zum Wissen oder den F&higkeiten eines Rechners, son-
dern absolut verstanden. Denn ,,[ ... | der Sachverhalt, dafl eine Funktion ein
Berechnungsverfahren hat, ist unabhéngig davon, wer dies zu welchen Zeiten
weifl. Es ist eine Eigenschaft der Funktion allein.“ (Oberschelp 1993, p.21) Sie
ist auch nicht — wie etwa Definierbarkeit oder Beweisbarkeit — relativ zu einem
Formalismus. Wahrend in der wissenschaftlichen Prézisierung vieler intuitiver
Begriffe eine Verschiebung dessen eintritt, was unter den Begriff féllt, ist dies
bei der Berechenbarkeit nicht der Fall. Alles was intuitiv berechenbar ist, ist ef-
fektiv berechenbar und umgekehrt. Das heifit, in der Analyse dessen, was effektiv
berechenbar ist, erfahren wir etwas iiber die Grenzen dessen, was nicht nur fiir
Menschen iiberhaupt algorithmisch berechenbar ist.

Bestimmte andere Beschrankungen sind jedoch wichtig, um die Plausibilitét
eines Berechnungsverfahrens iiberpriifen zu kénnen. Diese Beschrinkungen sind
es, was die Standardcharakterisierungen der effektiven Prozeduren ausmachen.
Dazu gehort zum Beispiel, dass wir eine endliche Anzahl von Anweisungen ha-
ben, die in diskreten Schritten ausgefiihrt werden sollen. Es wird sich jedoch
zeigen, dass unabhéngig davon, wie die Charakterisierungen der Verfahren im
einzelnen aussehen, dieselbe Klasse von Funktionen mit ihnen berechnet wer-
den kann. Ich werde drei solche unterschiedliche Verfahren zur Charakterisie-
rung und Ausfithrung von Algorithmen angeben und zeigen, dass sie diesel-
be Klasse von berechenbaren Funktionen erfassen. Dies liefert Evidenz fiir die
Church-Turing These, die besagt, dass die Standardcharakterisierungen eine
zufriedenstellende Formalisierung von dem geben, was ein Algorithmus und da-
mit berechenbar ist. Enthalten ist in dieser Aussage, dass die verschiedenen
Prézisierungen dquivalent sind und dem intuitiven Begriff von Berechenbarkeit

entsprechen.

Was aber ist das gemeinsame der Charakterisierungen? Was zeichnet einen
Algorithmus aus? Rogers markiert folgende Eigenschaften, als wesentlich (Ro-
gers 1967, p.2):

1) An algorithm is given as a set of instructions of finite size.

2) There is a computing agent, usually human, which can react to the
instructions and carry out the computations.

3) There are facilities for making, storing, and retrieving steps in a
computation.

4) Let P be a set of instructions as in 1) and L be a computing agent
as in 2). Then L reacts to P in such a way that, for any given input,
the computation is carried out in a discrete stepwise fashion, without
use of continuous methods or analogue devices.

5) L reacts to P in such a way that a computation is carried forward
deterministically, without resort to random methods or devices, e.g.,
dice.
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Rogers weist auch darauf hin, dass damit ziemlich gut die Eigenschaften eines
heute iiblichen Digitalrechners beschrieben werden: Eigenschaft 1) entspricht
dem Programm, 2) den logischen Schaltkreisen, 3) den Speichermedien, 4) seiner
Digitalitdt und 5) seinem Mechanismus.

Marvin Minsky schlégt folgenden ersten Versuch einer Definition vor: ,,An
effective procedure is a set of rules which tell us, from moment to moment,
precisely how to behave“ (Minsky 1967), wobei jedoch, um Missverstédndnisse
bei der Interpretation der Regeln zu vermeiden, eine formale Sprache formuliert
werden soll, in der die Regeln angegeben werden kénnen. Weiters soll eine Ma-
schine entwickelt werden, die Anweisungen in dieser formalen Sprache ausfiihren
kann.

Sybille Kramer nennt als die vier Merkmale von algorithmisierbaren Losun-
gen: 1) Elementaritéit — die Téatigkeit wird in elementare Operationsschritte
zerlegt, 2) Determiniertheit — ,Das Problem wird nicht be-arbeitet, sondern
ab-gearbeitet®, 3) Allgemeinheit — Algorithmen sind einerseits unabhéingig vom
Material ihrer Objekte, andererseits gelten Algorithmen immer fiir Klassen von
Problemen, nie fiir ein einzelnes konkretes Problem, sowie 4) Endlichkeit — end-
liche Anzahl von Anweisungen, endliche Ausfithrungszeit fiir eine Operation
und endlich viele Schritte bis zum Ergebnis (Krdmer 1988). Das Kriterium der
Allgemeinheit scheint die Einschrinkung, dass bei Berechnungen immer sym-
bolische Ein- und Ausgaben aufeinander abgebildet werden, aufzuheben. Es ist
jedoch so, dass die verwendeten Objekte immer als Bedeutungstriger inter-
pretiert werden miissen, damit vom Ausfiihren eines Algorithmus gesprochen
werden kann. Es muss ein Isomorphismus zwischen den ,,deutlich voneinander
abgegrenzten® (Kramer 1988, p.160) Objekten und den wohlunterschiedenen
Zusténden des abstrakten Verfahrens bestehen. Es scheint damit uns oder an-
deren verniinftigen Wesen iiberlassen, zu entscheiden, ob die Wand vor uns
eine Textverarbeitung durchfiihrt oder nicht (Searle 1990). Es ist offensichtlich,
dass es eine wesentliche Rolle in der Diskussion um Al spielt, ob ein solcher
Isomorphismus als hinreichend betrachtet wird, um von der Abarbeitung eines
Programms sprechen zu kénnen.

Mit der bisher gegebenen Prézisierung des Berechenbarkeitsbegriffes sind
einige wichtige Fragen noch nicht klar beantwortet worden, die vor allem die
physische Implementierbarkeit betreffen. So wollen wir uns etwa, da wir uns
die prinzipielle Frage stellen, welche Funktionen berechenbar sind, keine Be-
schriankungen in Bezug auf die Grofie der Eingaben oder Ausgaben auferlegen.
Auch wenn dies natiirlich in der Praxis nicht méglich ist. Ebenso kénnten wir
uns entscheiden, beliebig komplexe Instruktionen in der Formulierung von Algo-
rithmen zuzulassen. Die Anzahl der Instruktionen in einer effektiven Prozedur
haben wir dagegen schon als endlich festgelegt. Beliebig komplexe Instruktionen
wiirden eine unbeschrénkte Leistungsfihigkeit der Rechnerin voraussetzen, wo-
mit alle Funktionen berechenbar wiirden. Da wir dies nicht wollen, beschrinken
wir den Instruktionssatz auf einige wenige ausgesprochen primitive Operatio-
nen. Dagegen lassen wir, wie bereits erwihnt, beliebig grofle Speichermedien zu,
um die im Algorithmus verwendeten Symbole aufzunehmen. Ebenso verlangen
wir nur, dass die Ausfithrung nach endlich vielen Schritten abbricht, nehmen
jedoch an, dass unbeschrinkt viel Zeit fiir die Abarbeitung zur Verfiigung steht.
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3.2 Rekursive Funktionen

Als erste Préazisierung aller im intuitiven Sinn berechenbaren Funktionen de-
finiere ich in diesem Abschnitt die Klasse der primitiv rekursiven Funktionen.
Die hier vorgestellten Funktionen miissen dabei nicht {iberall auf ihrer Triger-
menge definiert sein. Solche Funktionen heiflen partiell. Sind sie es doch, so
werden sie total genannt, wobei die totalen Funktionen als spezielle partielle
Funktionen aufgefasst werden. Es wird sich zeigen, dass alle primitiv rekursi-
ven Funktionen total sind. Meist ist die Trigermenge N¥, was sich gut trifft,
da wir bereits gesehen haben, wie die natiirlichen Zahlen als Mengen verstan-
den werden kénnen. Bevor ich die Klasse der primitiv rekursiven Funktionen
definiere, bringe ich jedoch die Additionsfunktion als Beispiel fiir eine rekursiv
definierte Funktion und zeige, wie die Funktionswerte fiir gegebene Argumente
mit Hilfe ihrer Definition ausgerechnet werden kénnen. Ich verwende dazu die
bereits bekannte Nachfolgerfunktion N, mit deren Hilfe die natiirlichen Zahlen
als 0,N(0),N(N(0)) und so weiter dargestellt werden kénnen. Die Zeichen fiir
die natiirlichen Zahlen unterscheide ich ab hier nicht mehr von ihrer mengen-
theoretischen Schreibweise, da wir bereits gesehen haben, wie die natiirlichen
Zahlen als Mengen aufgefasst werden konnen.

Definition 3.1 (Additionsfunktion)
Add(z,0) =z
Add(z,N(y)) = N(Add(z,y))

Die Berechnung von Add(2,3) wird dann als Add(N(N(0)), N(N(N(0)))) notiert.
Wenn wir den Wert von Add fiir die Argumente 2 und 3 berechnen, kénnen
wir gut den Vorgang des Rekurrierens beobachten. Bildlich gesprochen steigen
wir die Hierarchie der natiirlichen Zahlen Stufen fiir Stufen hinunter, bis wir
bei 0 angelangt sind, um dann mit den dabei gewonnenen Werten zur Aus-
gangsposition zuriickzukehren. Noch einmal anders gesagt, werden wir bei der
Berechnung der Funktionswerte fiir ein Argument an den Vorgénger des Argu-
mentes verwiesen, und das solange, bis die Rekursion terminiert. Dies ist dann
der Fall, wenn die erste in der Definition der Addition verwendete Gleichung fiir
die Berechnung des Funktionswertes benutzt werden kann. Mit dem so berech-
neten ersten Funktionswert berechnen wir dann Schritt fiir Schritt die Werte
fiir alle Nachfolger dieses ersten Wertes, bis wir bei den urspriinglichen Argu-
menten angelangt sind. Die Berechnung koénnen wir uns also als eine ab- und
aufsteigende oder auch eine zuriick- und vorlaufende Bewegung vorstellen.

Add(N(N(0)), N(N(N(0)))) = N(Add(N(N(0)), N(N(0))))
N(Add(N(N(0)), N(N(0)))) = N(N(Add(N(N(0)),N(0))))
N(N(Add(N(N(0)),N(0)))) = N(N(N(Add(N(N(0)),0))))
N(N(N(Add(N(N(0)),0)))) = N(N(N(N(N(0)))))

Erst in der letzten Zeile kommt dabei die Gleichung Add(x,0) = x zur Anwen-
dung, die sozusagen die ‘Abbruchbedingung’ darstellt. In allen anderen Fillen
wird die zweite Gleichung der Definition benutzt.
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Um die Berechnung zu verdeutlichen, stelle ich die einzelnen Schritte noch
einmal getrennt dar. Wir konnen uns zuerst die absteigende Bewegung auf
folgende Weise veranschaulichen:

Add(N(N(0)), N(N(N(0)))) = N(Add(N(N(0)), N(N(0))))
Add(N(N(0)), N(N(0))) = N(Add(N(N(0)),N(0)))
Add(N(N(0)),N(0)) = N(Add(N(N(0)),0))
Add(N(N(0)), 0) = N(N(0))

Nun sind wir an der Basis der Rekursion angelangt und haben einen ers-
ten Wert gewonnen. Diesen beniitzen wir nun, um wihrend des Rekurrierens
aufgetretene Funktionswerte zu berechnen. Diese aufsteigende Bewegung, bei
der uns die jeweils berechneten Werte zur Verfiigung stehen, kénnen wir uns so
veranschaulichen:

Add(N(N(0)),0) = N(N(0))
N

Add(N(N(0)),N(0)) = N(Add(N(N(0)),0)) = N(N(N(0))))
=N(N(0))
Add(N(N(0)), N(N(0))) = N(Add(N(N(0)), N(0))) = N(N(N(N(0))))
=N(N(N(0)))

Add(N(N(0)), N(N(N(0)))) = N(Add(N(N(0)), N(N(0)))) = N(N(N(N(N(0)))))

=N(N(N(N(0))))

3.2.1 Primitiv rekursive Funktionen

Die Additionsfunktion gehort zu einer Klasse von Funktionen, die sich mit Hilfe
von wenigen Arten von Basisfunktionen und zwei Operationen definieren lassen.
Alle solche Funktionen wollen wir primitiv rekursiv nennen. Sie haben gemein-
sam, dass sich die Werte fiir Argumente berechnen lassen, indem auf Werte der
Funktion fiir einfachere Argumente oder auf Werte von einfacheren Funktionen
fiir dieselben Argumente zuriickgegriffen wird. Im Beispiel haben wir gesehen,
dass fiir die Berechnung der Summe von 2 und 3 die Berechnung der Summe
von 2 und 2 verwendet wurde. Das Argument 3 wiirde mit Hilfe der Nachfolger-
funktion auf das ‘einfachere’ Argument 2 zuriickgefiihrt. Dieser Prozess wurde
solange wiederholt, bis fiir das Argument 0 die einfachere Identitéitsfunktion
zur Anwendung kam. Als Basisfunktionen wéihle ich die Nullfunktion, die Pro-
jektionsfunktion, sowie die bereits bekannte Nachfolgerfunktion. Diese Auswahl
ist nicht die einzig mogliche. So verzichtet etwa Minsky (1967, p.175) auf die
Projektionsfunktion.

Definition 3.2 (Basisfunktionen)

(i) Null?’(z1,...,2,) =0 (Nullfunktion)
(ii)  Proji(xy,...,zp) :=x; (Projektions- oder Identititsfunktion)
(iii)) N(z):=x+1 (Nachfolgerfunktion)
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Die n-stellige Nullfunktion bildet alle Argumente auf denselben Wert 0 ab. Thre
Stellenanzahl ist grofier oder gleich Null, wobei die Zahl 0 als nullstellige Null-
funktion aufgefasst werden kann. Die Funktion Null® ist also die Zahl Null. Die
Projektionsfunktion wéhlt das i-te ihrer n Argumente aus. Thre Stellenanzahl
ist groBer als Null, und Proji ist die Identititsfunktion. Wir haben unendlich
viele Basisfunktionen, da es sowohl unendlich viele verschiedene Null- als auch
Projektionsfunktionen gibt (Proj?, Proj3, Proj3,...).

In der obigen Definition der Nachfolgerfunktion N darf das Zeichen ,,+“ nicht
als Addition verstanden werden. Vielmehr handelt es sich um eine Notation der
Zahlen, in der die Zahl 0 als ,,0“ geschrieben wird, die Zahl 1 als ,0 4+ 1%, die
Zahl 2 als ,0 + 1 + 1%, und so weiter. Es ist dann klar, dass N(N(0)) nur eine
andere Schreibweise fiir ,,0 + 1 + 1 ist. Das Zeichen z steht also fiir das Zeichen
einer Zahl, an das die Zeichenkette ,,+ 1 angehéngt wird. Es handelt sich bei
dieser pseudounéren Notation um ein effektives Bezeichnungssystem, das nor-
mierte Namen fiir die Elemente von N enthéilt. Andere effektive Bezeichnungs-
systeme sind etwa die Dezimaldarstellung, Bindrdarstellung, Strichdarstellung
Co LB IL -+ ) oder die Nachfolgerdarstellung (0, N(0), N(N(0)),...). Auch
die Mengenschreibweise, in der wir die Nachfolgerin als N(x) := zU{x} definiert
haben, stellt so ein Bezeichnungssystem dar. (Diese Erklarung der Nachfolger-
funktion iiber ein Notationssystem hat etwas doppeldeutiges. Dies fallt in der
Nachfolgerdarstellung besonders auf, da hier die Funktion N(0) als Ergebnis die
Zahl N(0) hat. Die Nachfolgerfunktion wirkt auch etwas iiberfliissig, da ihr Ef-
fekt bereits in der Notation enthalten ist.) Ein effektives Bezeichnungssystem,
zusammen mit einer unendlichen Menge M, deren Elemente eindeutig durch
das Bezeichnungsssystem benannt werden, heifit effektiver Bereich. Ein solcher
effektiver Bereich ist zum Beispiel die Menge N zusammen mit der Strichdar-
stellung. Berechnet und entschieden kann in beliebigen effektiven Bereichen
werden, also nicht nur im Bereich der natiirlichen Zahlen.

Diese Basisfunktionen nehmen wir in die Klasse der primitiv rekursiven
Funktionen auf. Weitere primitiv rekursive Funktionen erhalten wir durch die
Operationen normierte Einsetzung, die auch Komposition oder Substitution ge-
nannt wird, und primitive Rekursion. Die Basisfunktionen sind in einer Weise
definiert, die nichts rekursives an sich hat. Es scheint daher etwas willkiirlich,
sie rekursiv zu nennen. Sie sind jedoch Grenzfille in der Festlegung des Begrif-
fes der primitiv rekursiven Funktionen, die notwendig sind, um die Rekursion
terminieren zu lassen. Ohne sie wiirde die unten erlduterte Operation der pri-
mitiven Rekursion in einen unendlichen Regress miinden.

Definition 3.3 (normierte Einsetzung)
Aus einer m-stelligen Funktion f und m n-stelligen Funktionen g erhalten wir
die Funktion h durch normierte Einsetzung, wenn gilt
h(x1,...,xn) = f(g1(z1,- -y Zn)s oo s gm(T1, - ooy Tp))
In abgekiirzter Schreibweise: h = NE[f, g1, ..., gm]

Beispiel Konstanten, wie die Zahl 4, die ja N(N(N(N(0)))) entspricht, erhalten
wir durch normierte Einsetzungen der Nachfolgerfunktion. In der abgekiirzten
Schreibweise schreiben wir 4 = NE[N, NE[N, NE[N, NE[N, Null°]]]]
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Beispiel Eine einstellige Funktion h(z) = z+2, die fiir das Argument = immer
x + 2 als Wert liefert, erhalten wir durch NE[N, N].

Beispiel Die Funktion h = = 4 3 ergibt sich durch normierte Einsetzung von
NE[N,N] in N. A~ = NE[N, NE[N, N]]

Alle Funktion in den Beispielen sind primitiv rekursiv, da sie aus den Ba-
sisfunktionen nur mit Hilfe der normierten Einsetzung gewonnen wurden. Die
abgekiirzte Schreibweise ist das Zeichen einer Funktion, auch wenn sie etwas
uniiblich aussieht. Statt h(x) = x + 3, wie im letzten Beispiel, konnen wir also
gleichbedeutend NE[N, NE[N, N]](z) = = + 3 schreiben.

Die zweite Operation zur Erzeugung primitiv rekursiver Funktionen aus den
Basisfunktionen heifit primitive Rekursion. Sie entspricht der bereits zu Beginn
von Kapitel 2 zitierten Erklarung von Kurt Goédel, was es heifit, rekursiv zu
definieren.

Definition 3.4 (primitive Rekursion)
Die Funktion h wird aus der Rekursionsvorschrift g und dem Rekursionsanfang
f durch primitive Rekursion gewonnen, wenn gilt:
h(z1,...,2,,0) = f(x)
hz1,. .., 20, N)) = g(x1,... 20, y, h(z1, ..., 20, Y))
In abgekiirzter Schreibweise: h = PR[f, ¢

Die so gewonnene n + 1-stellige Funktion h hat als Argument an der Stelle
n—+1 die Rekursionsvariable y. Auf ihre Vorgénger wird bei der Berechnung der
Funktionswerte solange rekurriert, bis sie den Wert Null erreicht. Fiir diesen
Fall ist der Funktionswert durch den Rekursionsanfang f gegeben. Die weiteren
n Argumente von h heiflen Rekursionsparameter. Die Rekursionsvorschrift g ist
n + 2-stellig.
Beispiel Wir kénnen nun die in Definition 3.1 angegebene Funktion Add(z,0) =
x, Add(x,N(y)) = N(Add(z, y)) aus den Basisfunktionen herleiten. Dazu miissen
wir einen Rekursionsanfang f sowie eine Rekursionsvorschrift g finden, sodass
fiir alle natiirlichen Zahlen x,y und z gilt, dass f(z) = = und g(z,y,z) = N(2).
Fiir f eignet sich offensichtlich die Funktion Proj} und fiir g die normierte Ein-
setzung der dritten dreistelligen Projektionsfunktion in die Nachfolgerfunktion:
NEIN, Projg]. Add ist primitiv rekursiv, da sie aus den Basisfunktionen mit Hilfe
der normierten Einsetzung sowie primitiver Rekursion gewonnen werden kann:

Add(z,0) = Proji(z)

Add(z,N(y)) = NE[N, Proj3](z, y, Add(z, y))
In abgekiirzter Schreibweise: Add = PR[Proji, NE[N, Proj3]]

Die Klasse der primitiv rekursiven Funktionen lédsst sich nun durch eine
induktive Definition angeben:

Definition 3.5 (Klasse der primitiv rekursiven Funktionen)
(i) Die Basisfunktionen Null’, Proji! und N sind primitiv rekursiv.
(1) Wenn f,g1, ..., gm primitiv rekursiv sind und h = NE[f, g1,...,gm], so
st auch h primitiv rekursiv.
(i)  Wenn f und g primitiv rekursiv sind, und h = PR[f, g], so ist auch h
primitiv rekursiv.
(iv)  Es gibt keine weiteren primitiv rekursiven Funktionen.
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Beispiel Als néchste Funktion kénnen wir die Multiplikation definieren. Die
Rekursionsgleichungen lauten:

Mul(z,0) =0

Mul(z,N(y)) = Add(z, Mul(z,y))

Dies ist leicht zu sehen, da fiir die Multiplikation folgendes gilt:

r-0=0

r-l==x

r-2=x+4+x

r-3=x+x+x
——

=x-2
r-d=x4+rx+x+2x
3
—

- (y+1)=x+(z-y)

Die erste und letzte dieser Gleichungen reichen aus, um die Werte der Multi-
plikationsfunktion fiir alle Argumente aus N berechnen zu kénnen. Wir kénnen
daher in der iiblichen informalen Infixnotation die Multiplikation als

z-0=0

r-(y+1)=x+(x-y)
definieren. In der formalen Schreibweise mit Funktionssymbolen erhalten wir:

Definition 3.6 (Multiplikationsfunktion)
Mul(z, 0) = 0
Mul(z, N(y)) = Add(z, Mul(z, 1))

Um sie mit Hilfe von primitiver Rekursion (nach Def. 3.4) ausdriicken zu konnen,
bendtigen wir also eine Funktion g mit g(x,y, z) = Add(z, z), sowie eine Funk-
tion f mit f(x) = 0. Die Funktionen sind leicht gefunden mit f(x) = Null}(x)
und g(x,y, z) = NE[Add, Proj3, Proj3](x, y, z). Insgesamt ergibt sich also

Mul = PR[Null}, NE[Add, Proj3, Proj3]]

Um zu zeigen, dass es sich bei Mul um eine primitiv rekursive Funktion
handelt, miissen wir sie der Definition 3.5 entsprechend herleiten. Aus dieser
Definition folgt, dass eine Funktion f genau dann primitiv rekursiv ist, wenn
es eine endliche Folge von Funktionen fi,..., f, gibt, sodass f, = f und fiir
alle j < n f; entweder eine Basisfunktion nach Regel (¢) ist, oder direkt aus
den Funktionen f;, mit ¢ < j, durch die Regeln (i¢) oder (iii) ableitbar ist. In
den Worten von Kurt Godel (1931, p.158), wobei im Zitat rekursiv als primitiv
rekursiv zu lesen ist:

Eine zahlentheoretische Funktion ¢ heifit rekursiv, wenn es eine endliche
Reihe von zahlentheoretischen Funktionen ¢, ..., ¢, gibt, welche mit ¢
endet und die Eigenschaft hat, dal jede Funktion ¢ der Reihe entweder
aus zwei der vorhergehenden rekursiv definiert ist oder aus irgend wel-
chen der vorhergehenden durch Einsetzung entsteht oder schliellich eine
Konstante oder die Nachfolgerunktion x + 1 ist.
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Eine Weise, die Ableitbarkeit einer Funktion zu zeigen, besteht demnach
darin, die einzelnen Schritte der Ableitung in einer Tabelle anzugeben. Jede
Zeile entspricht dabei einem Ableitungsschritt und es wird in der ersten Spalte
der Tabelle der neue Name der hergeleiteten Funktion festgelegt. In der zwei-
ten Spalte wird — aus Platzgriinden manchmal in abgekiirzter Schreibweise —
die hergeleitete Funktion angegeben. Schliellich wird in der dritten die Regel,
die bei der Herleitung der entsprechenden Zeile zur Anwendung kam, zusam-
men mit den Funktionen, auf die sie angewandt wurde, angegeben. Wird eine
Basisfunktion angeschrieben, so bezeichne ich die Regel mit BF.

fi Projj BF

fa N BF

f3 Projj BF

fa NE[N, Proj3] NE fo, f3
Addition:

f5 = Add PR[Proji, NE[N, Proj3] PRf1, fa

s Nulll BF

fr Proj‘i’ BF

fs NE[Add, Proj?, Proj3] NE f5, f7, f3
Multiplikation:

fo = Mul PR[Null}, NE[Add, Proj3, Proj3]] PRfs, fs

f10 NE[N, Null] NE fa, fo

fin NE[Mul, Proj3, Proj3] NE fo, f7, f3
Potenzierung:

f12 = Pot PRINE[N, Nulli], NE[Mul, Proj}, Proj3]] PR /10, f11

fi3 NE[Pot, Proj3, Proj3] NE fi2, f7, f3
Hyperpotenz:

f14 = Hyp PR[I;IE[N, Nulli], NE[Pot, Proj}, Proj3]]  PRfio, f13

f15 Proji BF

f16 Proj3 BF

fi7 Null” BF

mod. Vorgéngerin:

f1s = Vor PR[Null®, Proj?] PR f1s, fi7

fi9 NE[Vor, Proj3] NE f3, f1s
mod. Differenz:

f20 = Diff PR[Proji, NE[Vor, Proj3]] PR f1, f19

for NE[Diff, Proj?, Proj3] NE f20, f15, f16
fao NE[Diff, Proj3, Proj?] NE f20, f16, f15
Abstand:

fo3 = Abst NE[Add, fa1, fo2] NE f5, fo1, fo2
Signumfunktionen:

for =5g NE[Diff, NE[N, Null{], Proji] NE f20, f10, /1
fo5 = sg NE[Diff, NE[N, Null}], fo4] NE f20, f10, f24

Fiir Add und Mul werde ich auch die iiblichen Infixsymbole + und - verwenden.
Wir haben damit gezeigt, dass die Funktionen f; bis fo5 primitiv rekursiv
sind. Eine solche Darstellung kann gut zur Berechnung eines Definitionswertes
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benutzt werden. Ich illustriere das an zwei Beispielen. Die Berechnung fiir f5 =
Add von f5(2,3), sowie die Berechnung der modifizierten Differenz von 2 und 3
lautet:

= f4(3,1, f4(3,0, f5(3,0))) = Vor(Diff(2,N(1)))

= f4(3,1, f4(3,0, f1(3))) = Vor(Vor(Diff(2,N(0))))
= f4(3,1, f4(3,0,3)) = Vor(Vor(Vor(Diff(2,0))))
= f4(3,1, f2(f3(3,0,3))) = Vor(Vor(Vor(2)))

= f4(3,1, f2(3)) = Vor(Vor(1))

= f1(3,1,4) = Vor(0)

:fQ(f?)( a174)) =

= f2(4)

=5

Jetzt etwas mehr zu den einzelnen Funktionen. Die Funktion f14 definiert die
Hyperpotenz, die in iiblicher Schreibweise die Rekursionsgleichung Hyp(z,0) =
1, Hyp(z,N(y)) = zHP(EY) hat,

X
X
X
Hyp(z,y) = %nal

216

2
Also ist zum Beispiel Hyp(2, 5) = 22° = 92%" _ 921% _ 965536 9. 1019728 [it
der Funktion f15 wird die modifizierte Vorgéngerin definiert. Sie tut, was wir uns
wahrscheinlich von ihr erwarten, mit der Ausnahme, dass die Vorgingerin von
0 gleich 0 ist: Vor(0) = 0, Vor(N(y)) = y. Die Funktion fy ist die modifizierte
Differenz. IThre Rekursionsgleichung lautet:

Diff(x,0) = z, Diff(z,N(y)) = Vor(Diff (x, y))
Die Vorzeichenfunktionen, deren Rekursionsgleichungen
52(0) = 0, sg(N(x)) =1 und  58(0) = 1,58(N(x)) = 0

lauten, sind definiert als:

sg() ::{ 0, wenn x =0 s(z) ::{ 1, wenn z =0
1, wenn x # 0 0, wenn = # 0
sg(x) kann auch als Sg(5g(z)) oder Diff(1, Diff(1,z)) definiert werden.

Jede einstellige Funktion f kann mehrmals hintereinander ausgefiihrt wer-
den. Wird sie 0-mal wiederholt, so entspricht sie der Identitédtsfunktion. Wird
sie n 4+ 1-mal durchgefiihrt, so entspricht das dem Einsetzen der n-ten Wieder-
holung von f in f:

Definition 3.7 (Iteration)
f sei eine einstellige totale Funktion. Die ihr zugeordnete zweistellige Funktion
7l die Iterierte von f, ist definiert durch:
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o) =

Firi(@) = f(F")())
Definition 3.8 (charakteristische Funktion) Jede n-stellige Relation R
bestimmt die charakteristische Funktion xr, die definiert ist durch:

(2 o) = 1, wenn (x1,...,2,) € R
XRUEL =2 n) =0 0 wenn (21, .., 20) ¢ R

Definition 3.9 (primitiv rekursive Relation)
Es sei R CN"(k > 1). R ist primitiv rekursiv :<> x g ist primitiv rekursiv.

Diese Definition geht ebenfalls auf Godel (1931, p.158) zuriick, dessen obiges
Zitat fortsetzt mit:

Eine Relation zwischen natiirlichen Zahlen R(x1,...,x,) heifit rekursiv,
wenn es eine rekursive Funktion ¢(x1, ..., 2, ) gibt, so daB fiir alle 1, 22, ... , 2,
R(mla .- 'axn) ~ [¢($1, .- '71.71) = 0]

Das Zeichen ~ bedeutet die Aquivalenz und entspricht dem Zeichen « in der
hier verwendeten Schreibweise. In der gédelschen Definition ist also — im Gegen-
satz zur hier verwendeten — die charakteristische Funktion ¢(z1,...,2,) = 0,
wenn (xi,...,oy) € R, und ¢(x1,...,z,) =1, wenn (z1,...,2,) ¢ R.

Theorem 3.1 (Vergleichsrelationen)
Die Relationen =,#,<,>,<,> sind primitiv rekursiv.

Beweis Die charakteristischen Funktionen der Vergleichsrelationen sind defi-
niert durch:

X=(z,y) = sg(Abst(z,y))

X#(z,y) = sg(Abst(z,y))

X<(z,y) = sg(Diff(y, z))

x>(7,y) = sg(Diff(z,y))

x<(z,y) = sg(Diff(Add(y, 1), z))

x>(z,y) = sg(Diff(Add(z,1),y)) O

Als n#chstes kénnen wir zeigen, dass die Verbindungen von Vergleichsrela-
tionen, die auch Bedingungen genannt werden, mit Hilfe von aussagenlogischen
Junktoren — wie sie in der mengentheoretischen Sprache zur Anwendung kamen
— primitiv rekursiv sind.

Theorem 3.2 (aussagenlogische Junktoren)

Seien () und R n-stellige Relationen und

Ry ={(x1,...,2pn) | (x1,...,2n) ¢ Q}

Ry = {(z1,...,2n) | (x1,...,20) € QA {x1,...,2,) € R}

R3 = {<l’1,...,l‘n> | <$1,...,$n> EQRV <IL’1,...,1‘n> € R}
Wenn @ und R primitiv rekursiv sind, dann auch R, Ro, R3.

Wenn also @) eine Vergleichsrelation mit der charakteristischen Funktion xg
ist, dann ist NE[Sg, x| die charakteristische Funktion der Relation Ry, die alle



40 3 Berechenbarkeit

Tupeln enthélt, die nicht in () enthalten sind, und die somit die Negation von
() darstellt.

Beweis Es geniigt, primitiv rekursive Definitionen fiir die charakteristischen
Funktionen anzugeben:

XRy (Z1,...,2n) =58(xQ(x1,...,2p))
XRo (Z1,...,2n) = Mul(xg(x1,...,2n), XR(T1,. .., 2n))
XR3(‘7;17 s axn) = Add(XQ(xh s ,ﬂfn)7XR(CC17 s 793n)) g

Alle weiteren Junktoren lassen sich auf —, A und V zuriickfiihren, wobei
bereits die Definition von — und A ausreicht. Die Verbindung @) V R entspricht
—(=Q A —=R), und damit kénnen wir xp,(x1,...,z,) als

se(Mul(sg(xq (@1, - 2n)), S8 (XR(21; - -, 20))))

erkléren.
Ich habe bereits mehrfach Definitionen mit Hilfe von Fallunterscheidungen
durchgefiihrt. Solche Definitionen hatten stets folgende Form:

g1(x1, ..., @), wenn (z1,...,%,) € Q1
f(SUl,...,ZL‘n) = :

9r(x1,. .. @y), wenn (z1,...,%,) € Qy

Die einzelnen Fallunterscheidungen schlieflen sich dabei wechselseitig aus und
erschopfen zusammen alle moglichen Fille, was sich als

A (V (z1,...,20) € Qi) A

(@1,...;on)ENF 1<i<r

/\ (ﬁ(<ﬂ£‘1,...,ﬂ$n>EQi/\<$1,---,xn> GQ])))

1<i<j<r

formalisieren lasst. Da dies etwas schwierig zu lesen ist, fithre ich ¢ als Abkiirzun-
gen fir (x1,...,2,) und Q1 ...x, sowie Q als Abkiirzung fiir ¢ € @ ein. Die
letzte Formel lautet dann:

ACV QitAh A —(QirAQj1))

reNk 1<i<r 1<i<j<r

Theorem 3.3 (Definition durch Fallunterscheidung)
Wenn Q1,...,Qr, g1,-..,g, primitiv rekursiv sind, dann ist auch f primitiv
rekursiv.

Beweis Da nur eine der charakteristischen Funktionen der Relationen @)1 bis
Q. den Wert 1 annehmen wird, alle anderen aber den Wert 0, miissen wir nur
den Funktionswert von g; bis g, mit dem Wert der entsprechenden charakteris-
tischen Funktion multiplizieren und die Ergebnisse anschlieend addieren. Alle,
bis auf einen Addenden, werden ja den Wert 0 haben.

f(x) == Add(Mul(g1(z), xq: (x)), - - - , Mul(g:(z), xq, (r))) O
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Die zweistelligen Funktionen Min und Max, welche die grofiere oder kleinere
von zwei Zahlen liefern, lassen sich durch Fallunterscheidung definieren und sind
damit primitiv rekursiv.

T, wenn x >y
Yy sonst

x, wenn x <y
Yy sonst

Min(z,) = { Min(e.y) i~ {

Die Bedingung im Sonstfall muss nicht angegeben werden, da sie einfach das
Komplement der ersten Bedingung bildet. Dass die Komplementbildung primi-
tiv rekursiv ist, haben wir bereits in Theorem 3.2 gesehen.

Theorem 3.4 (Beschrinkte Summation und Multiplikation)

g(x1,. . T, y) =
y
Ad(f (1, 20, 0,y f(@1s ey @0, 0) = Y (@1, T, 6)
i=0
h(z1,. .., xn,y) =
y
Mul(f(z1,...,2n,0),..., f(x1,...,2n,Yy)) = Hf(xl,...,xn,i)
i=0

Beweis Die Funktionen g und h sind primitiv rekursiv, wenn f es ist, da sie
durch primitive Rekursion gewonnen werden konnen:

g(x1,...,xn,0) = f(z1,...,24,,0)
g(x1,. .y y+ 1) =gz, .. 20, y) + f(a1,.. o, 20,y + 1)

h($17...,$n70) :f(x17°"7$n50)
h(z1,...,xn,y+ 1) =g(x1,...,20,y) - f(21,...,Zpn,y + 1) O

Hier ist schén zu sehen, wie sich die mit den Symbolen »_ und [] ausge-
driickte Iteration als Rekursion formulieren lisst.

Waihrend die aussagenlogischen Junktoren primitiv rekursiv sind, gilt dies
fiir die pradikatenlogischen Quantoren nur eingeschrankt. Das liegt daran, dass
sonst alle pradikatenlogisch formulierbaren Bedingungen primitiv rekursiv wiren.
Das sind sie jedoch nicht. Es ist aber moglich, eingeschriinkte Versionen des All-
quantors und Existenzquantors zu definieren, die primitiv rekursiv sind. Diese
Form der Quantifizierung wird beschrinkte Quantifizierung (bounded quantifi-
cation) genannt.

Theorem 3.5 (beschrinkte Quantifizierung)
Q sei eine n + 1-stellige Relation.

Ry ={{z1,...,2n,2) | V (z1,...,20,y) € Q}

y<z

Ry ={{z1,...,2n,2) | N\ {(x1,...,20,y) € Q}

y<z

Wenn Q) primitiv rekursiv ist, dann auch Ry und Ro.
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Beweis Fiir die Relation R; gilt:

(X1, xn, 2) & V (T1,..., T, y) €Q
y<z

< xo(z1,...,2n,y) =1
y<z

<o XQ(T1, ., Tnyy) >0
PN sg(Z?j:OXQ(xl,...,xn,y)) =1

Also ist xr, = sg(zzzo xo(z1,. .. ,xn,y)) und damit primitiv rekursiv. Fiir
die Relation Ry gilt:

(X1,...,Tn,2) € Ry = N (x1,...,20,y) €Q
y<z

— /\ XQ({El,...,mmy) =1
y<z

— Hézo xo(x1, ... xp,y) >0
- szo xQ(x1,...,zn,y) =1
Damit ist xr, = Hézo xQ(Z1,...,2n,y) und nach Satz 3.4 primitiv rekursiv.O

In primitiv rekursive Relationen kénnen primitiv rekursive Funktionen ein-
gesetzt werden. Die resultierende Relation ist wieder primitiv rekursiv.

Theorem 3.6 (Einsetzung von Funktionen in Relationen)

Q sei eine n-stellige Relation, g1, ..., g, seien k-stellige totale Funktionen und
R= {(xla"' axk‘> | <gl(ﬂf17--- axk‘)"" agn(xla"' 7$k)> € Q}

Wenn Q, g1, ..., 9n primitiv rekursiv sind, dann auch R.

Beweis  xpr(zi1,...,21) = xQ(91(z1,...,2k), ..., gn(T1, ..., Tk)) O

Theorem 3.7
Alle primitiv rekursiven Funktionen sind total und im intuitiven Sinne bere-
chenbar.

Dies lisst sich durch Induktion iiber den Aufbau beweisen. Dabei wird gezeigt,
dass die Basisfunktionen total und berechenbar sind und diese Eigenschaft bei
NE und PR erhalten bleibt. Den Beweis fiihre ich hier nicht an, er kann zum
Beispiel in Davis (1958) nachgelesen werden.

Aus Theorem 3.7 scheint sich sofort zu ergeben, dass nicht alle berechenba-
ren Funktionen primitiv rekursiv sind, da es ja auch partielle Funktionen gibt,
die berechenbar sind. Bei totalen Funktionen umfasst der Definitionsbereich die
gesamten natiirlichen Zahlen. Bei partiellen Funktionen ist das nicht der Fall,
so zum Beispiel bei der fiir alle Argumente undefinierten Funktion e, deren
Definitionsbereich leer ist. Sie ist, als iiberall undefinierte Funktion, der Grenz-
fall unter den partiellen Funktionen, wird jedoch als berechenbar angesehen.
Berechenbarkeit heiflt, dass es ein Berechnungsverfahren gibt, das in endlich
vielen Schritten ein Ergebnis liefert, wenn die Funktion fiir das zu berechnen-
de Argument definiert ist. Falls die Funktion fiir ein Argument nicht definiert
ist, lauft die Berechnung endlos weiter und wir erhalten nie ein Ergebnis. Das
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ist fiir die Funktion e bei allen Argumenten der Fall. Somit ist sie berechen-
bar aber nicht primitiv rekursiv. Wir kénnten uns nun helfen, indem wir fiir
Stellen, an denen eine partielle Funktion nicht definiert ist, einfach einen Wert
festlegen. Zum Beispiel konnten wir fiir Definitionsliicken den Wert 0 festlegen
und alle anderen Funktionswerte um 1 erhéhen. Die Funktion e wiirde durch
dieses Verfahren in die primitiv rekursive Funktion Null umgewandelt. Auch fiir
viele andere partielle Funktionen wiirde dieses Verfahren funktionieren — ob fiir
alle, weify ich nicht. Es gibt jedoch auch totale Funktionen, die nicht primitiv
rekursiv sind, und somit wére dieser Umweg ziemlich sinnlos. Eine dieser nicht
primitiv rekursiven totalen Funktionen werde ich nun genauer vorstellen.

3.2.2 Die Ackermann-Funktion

Nachdem wir jetzt gesehen haben, dass viele Funktionen, Relationen, Junktoren
und Quantoren primitiv rekursiv sind, kénnen wir hoffen, dass alle berechenba-
ren Funktionen zur Klasse der primitiv rekursiven Funktionen gehoren. Wilhelm
Ackermann hat jedoch 1928 gezeigt, dass es eine berechenbare Funktion gibt,
die nicht primitiv rekursiv ist. Wenn wir uns die Nachfolgerfunktion, sowie die
Ableitung der Addition, Multiplikation, Potenz und Hyperpotenz ansehen, so
ist darin ein fortsetzbares Muster erkennbar. Um dies zu verdeutlichen, schreibe
ich fo(z,y) fir N(y), fi(z,y) fiir Add(z,y), fa(z,y) fiir Mul(z,y) und f3(z,y)
fiir Pot(x,y). Erinnern wir uns, wie die Rekursionsgleichungen von Add, Mul,
Pot und Hyp lauten:

r+0==x z-0=0
z+N(y)=N@+y) 2z Ny =(@ y) +=z

¥ =1 Hyp(z,0) =1
N — vy Hyp(z, N(y)) = 2"YP@v)

Es ist leicht zu sehen, dass in allen Féllen die Rekursionsvariable y bis 0
durchlaufen wird und fiir diesen Wert ein Anfangswert festgelegt wird. Aufler-
dem wird in jeder Definition die jeweils links davon stehende Funktion verwen-
det. Links von der Additionsfunktion ist die Basisfunktion N zu denken. Die in
der jeweils zweiten Zeile der Rekursionsgleichungen ausgedriickte Schleife hat
fiir y > 0 folgende allgemeine Form:

fz($7y) = fifl(x’ fl(xvy - 1))

Den Index 7 kénnen wir als Funktionsargument interpretieren:

f(%xay) :f(z—l,x,f(z,x,y—l))

Da das x unveréndert bleibt, kénnen wir es weglassen f(i,y) = f(i — 1, f(i,y —
1)) und statt ¢ wieder x schreiben f(z,y) = f(z—1, f(z,y—1)). Wenn wir jetzt
noch geeignete Anfangswerte festlegen, erhalten wir eine zweistellige Funkti-
on, die von Roésza Péter und Raphael M. Robinson in diese vereinfachte Form
gebracht wurde.
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Theorem 3.8 (Ackermann-Funktion)

Es gibt eine totale zweistellige Funktion Ack, sodass fiir alle x,y gilt:
Ack(0,y) =y +1
Ack(x +1,0) = Ack(z, 1)
Ack(xz + 1,y + 1) = Ack(x, Ack(z + 1,y))

Beweis Die Gleichungen der Ackermann-Funktion stellen eine gleichzeitige In-
duktion {iber zwei Variablen dar. Es liegt also nahe, den Beweis, dass Ack total
ist, durch Induktion iiber x und y zu fithren. Da Ack zweistellig ist, konnen
die Funktionswerte fiir die Argumente x und y anschaulich in eine Matrix ein-
getragen werden:

x 01123
0111234
112131415
213151719
315 1312961

Wir wollen durch Induktion iiber x zeigen, dass Ack(z,y) fiir alle y definiert
ist. Fiir x = 0 folgt dies sofort aus der ersten Rekursionsgleichung, da diese
die Werte von Ack fiir die gesamte erste Zeile festlegt. Nehmen wir an, dass
die Funktion bereits fiir alle y bis zur Zeile x festgelegt ist. Durch Induktion
iiber y wollen wir zeigen, dass Ack dann auch in der Zeile x + 1 fiir alle y
festgelegt ist. Im Induktionsanfang miissen wir zeigen, dass die Behauptung fiir
y = 0 gilt. Dies ist unmittelbar aus der zweiten Rekursionsgleichung und der
Induktionsvoraussetzung fiir x zu sehen, mit der wir ja angenommen haben,
dass die Funktion bis zur Zeile x festgelegt ist. Als Induktionsvoraussetzung fiir
die Induktion iiber y nehmen wir jetzt an, dass die Funktion in der Zeile x + 1
bereits bis zur Spalte y festgelegt ist, die Behauptung also fiir ein beliebiges y
gilt. Wir miissen zeigen, dass sie dann fiir x + 1 und y 4 1 festgelegt ist. Das
ist aber unmittelbar aus der dritten Rekursionsgleichung zu sehen. Wenn die
Funktion bereits bis zur Spalte y festgelegt ist, wird der Funktionswert fiir die
Spalte y + 1 mit dieser Gleichung aus bereits bekannten Werten berechnet. O
Die Ackermann-Funktion wéchst sehr stark:

Ack(4,0) =

Ack(4,1) = 65533

Ack(4,1) ~ 2,0035 - 101978
Ack(5,0) = 65533

A2
Ack(6,0) = Hyp(2,65536) — 3 = 2%5536—ma1 -3

Ack(6,0) ist so gross, dass sie im Dezimalsystem nicht mehr angeschrieben wer-
den kann. Auf den derzeit iiblichen Computern dauert die Berechnung von
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Ack(4,1) sehr lange. Die Berechnung von Ack(4,2) ist in den Programmier-
sprachen Oberon oder Java, die im Buch von Goslin et al. (1996) beschrieben
ist, bereits unmoglich. Hier ein rekursiv formuliertes Oberon-Programm zur
Berechnung von Ack:

MODULE AckTest ;
IMPORT In, Out ;

PROCEDURE Ack( x, y : LONGINT ) : LONGINT ;
BEGIN
IF (z = 0) THEN
RETURN y + 1 ;
ELSE
IF (y = 0) THEN
RETURN Ack(z -1, 1) ;
ELSE
RETURN Ack(x - 1, Ack(z,y-1));
END
END
END Ack :

PROCEDURE Do* ;
VAR z, y : LONGINT ;
BEGIN
In.Open ; In.LongInt( x ) ; In.LonglInt('y ) ;
Out.Open ; Out.Int( Ack( x, y ), 0 ) ; Out.Ln ;
END Do :

END AckTest .
Um den Berechnungsvorgang zu verdeutlichen, kénnen wir das Programm
mit Ausgabeanweisungen versehen und nach Java portieren, um die Zeichen-

kettenmanipulation zu erleichtern:

public class AckTestPrint

{
static long Ack( long z, long y, String head, String tail )
{
System.out.print( head + “Ack(” +x + « 7 +y + “)” + tail ) ;
if (v==10)
return y + 1 ;
else
System.out.print( “\n” ) ;
if(y==10)
return (Ack( z - 1, 1, head, tail)) ;
else

{
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long res = Ack( z, y - 1, head + “Ack( 7 + (z-1) + %, 7,
tail + “)” ) ;

System.out.print( “\n” + head ) ;

res = Ack( x - 1, res, “7, 7 ) ;

System.out.print( tail ) ;

return res ;

}
}

public static void main ( String[] argv ) throws NumberFormatEzception
{
long x = Long.parseLong( argv[0] ) ;
long y = Long.parseLong( argv[1] ) ;
long res = Ack( z, y, “7, ) ;
System.out.printin( “\n” + res ) ;

}
}

Fiir den Aufruf AckTestPrint 2 1 erhalten wir zum Beispiel folgendes Ergebnis:
Ack( 2, 1)

Ack( 1, Ack( 2, 0 ))

Ack( 1, Ack( 1, 1))

Ack( 1, Ack( 0, Ack( 1, 0)))

Ack( 1, Ack( 0, Ack( 0,1)))

Ack( 1, Ack( 0, 2 ))

Ack( 1, 3)

Ack( 0, Ack( 1, 2 ))

Ack( 0, Ack( 0, Ack( 1, 1)))

Ack( 0, Ack( 0, Ack( 0, Ack( 1, 0))))
Ack( 0, Ack( 0, Ack( 0, Ack( 0,1))))
Ack( 0, Ack( 0, Ack( 0, 2)))

Ack( 0, Ack( 0, 3))

Ack( 0, 4 )

)

Theorem 3.9 Die Ackermann-Funktion ist berechenbar.

Das Berechnungsverfahren ist leicht aus dem Beweis von Theorem 3.8 zu erse-
hen. Auch das Java-Programm wirkt iiberzeugend, wenn wir uns vorstellen, dass
es auf einer virtuellen Maschine mit beliebig viel Speicher lduft. Die Ackermann-
Funktion ist also intuitiv berechenbar. Um zeigen zu koénnen, dass sie nicht
primitiv rekursiv ist, brauchen wir ein paar Hilfsséitze.

Lemma 3.10
(i) Ack(l,y) =y +2
(ii)  Ack(2,y) =2y +3
(i) y < Ack(zx,y)
(iv) 1 < ya — Ack(z,y1) < Ack(z,y2)
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(v)  Ack(z,y+1) < Ack(z +1,y)
(vi) x1 < xo — Ack(z1,y) < Ack(z2,y)
(vit) N\ VA\Ack(z1,y) + Ack(za,y) < Ack(d,y)

r1,r2d Y

wiii) N VA Ack(zs,y) < Ack(d, y)

T1,..0Tk d Y

Die Beweise dieser Hilfstheoreme kénnen unter anderem in Oberschelp (1993)
oder Smith (1996) nachgelesen werden.

Lemma 3.11 Zu jeder n-stelligen primitiv rekursiven Funktion f gibt es eine
Zahl ¢, sodass gilt: N\ f(x1,...,2,) < Ack(c,z1 + -+ + )

L1y

Mit Hilfe dieses Lemmas ldsst sich das folgende Theorem beweisen:

Theorem 3.12
Die Ackermann-Funktion ist nicht primitiv rekursiv.

Beweis Wiére Ack primitiv rekursiv, dann auch die Funktion g(x) := Ack(z, z).
Es gibe dann nach Lemma 3.11 eine Zahl ¢, sodass A g(x) < Ack(c,z). Als
x

x kann auch c selbst gew#hlt werden. Damit ergéibe sich die falsche Aussage
g(c) < Ack(c,¢) = g(c). Ein Widerspruch. O

Der Beweis von Lemma 3.11 ist noch nachzutragen. Er wird durch Induktion
iiber den Aufbau der Funktion f gefiihrt. Das heif3t, es wird gezeigt, dass die im
Lemma 3.11 ausgedriickte Eigenschaft fiir die Basisfunktionen gilt und erhalten
bleibt, wenn auf beliebige primitiv rekursive Funktionen mit dieser Eigenschaft
die Operationen NE oder PR angewendet wird.

Beweis
Induktionsanfang
Wir zeigen, dass die Behauptung von Lemma 3.11 fiir die Basisfunktionen gilt.
(i) Null? (z1,...,2n) =0 <z1 + -+ 2, + 1 = Ack(0, 21 + --- + z,,), da
laut Definition Ack(0,y) =y + 1 ist. Wir wihlen fiir ¢ den Wert 0.
(ii) Derselbe Wert fiir ¢ ergibt sich auf die gleiche Weise fiir die Projekti-
onsfunktion Proji(x1,...,zy,) = x; < x1 + -+ +x, + 1 = Ack(0, 21 +
a4 l”n)
(iii)  Und nach Lemma 3.10.(i) erhalten wir ¢ = 1 fiir die Nachfolgerfunktion
N(z) =2+ 1<x+2=Ack(l,x).

Induktionsschritt
(i) Fiir die normierte Einsetzung NE nehmen wir an, dass f(r) = NE[h, g1, ..., ;]
und cg, 1, ..., ¢ Zahlen sind und die Induktionsvoraussetzungen fiir die Funk-

tionen g und h durch folgende Ungleichungen ausgedriickt werden:

h(y17° .- ayr) < ACk(c()vyla cee 7y7“)
gi(r) < Ack(ci,z1+ -+ + zp) firi=1,...,r
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Es gilt dann:

f®) = m(g1x), - -, 9 (x))

< Ack(co, g1 (x) + -+ - + gr(1)) Ind.-Vor. fiir h
< Ack(cp, Z:Ack(cj7 ZCCZ)) 3.10.(iv) und Ind.-Vor. fiir g
< Ack(co, Ack(d, > " x;)) 3.10.(viii) und 3.10.(iv)

i=1

< Ack(co +d, Ack(co +d + 1,3 2)) 3.10.(iv) und 3.10.(vi)

i=1
n
= Ack(co +d + 1, le +1) Theorem 3.8
i=1
n
< Ack(co+d+2,> ;) 3.10.(v)
i=1

(ii) Fiir die primitive Rekursion PR nehmen wir an, dass f = PR[g, h] und
co, c1 Zahlen sind, mit den Induktionsvoraussetzungen

n
) < Ack(co, Z xi)
i=1

h(x,y,z) < Ack(cq, Z +y + 2)
i=1

Es gilt dann fiir ein gut gewéhltes co :

le—l—g ) < Ack(0 sz—i—Ackco,le

< Ack(cy, Z ;) 3.10.(iii), 3.10.(vii)
> @i+ 0+ f(x,0) < Ack(cz, Yz +0) Def. 3.4 (%)
=1 =1

Nach Theorem 3.8 gilt auch:

le+y+1<2xz +(y+1) +Z—Ack02xz+y+z)
=1

und damit nach der Induktionsvoraussetzung fiir h:

n n n n
STaity+1+h0d wiy,2) SAK(0,D zi+y+2) + Ack(er, Y wi+y+2)
; ; =1 =1
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Also nach Lemma 3.10.(vii) und eine geeignete Zahl c3

n n n
in—i—y—}—l—i—h sz,y, <Ack(03,2xi+y+z) (%)
i=1 i=1 i=1
Sei nun ¢ = Mag(co, ¢3). Durch Induktion iiber y kénnen wir zeigen, dass
n n n
Zwi—i-y—i-f(in,y)<Ack(c+1,2xi+y) (3oxx)
i=1 i=1 i=1

Beweis von (xx%) Im Induktionsanfang miissen wir zeigen, dass diese Behaup-
tung fiir y = 0 gilt. Mit cp < ¢+ 1, ist dies aus (*) ersichtlich. Im Induktions-
schritt miissen wir nun zeigen, dass die Behauptung fiir y + 1 gilt, wenn sie fiir

y gilt.

Szt + 1)+ O ziy+1)
=1

i=1

= sz +(y+1)+ h(zwi,y,f(thy))
i=1 i=1 i=1

<Ack(ez, Y mi+y+ O _wiy)) nach ()
i=1 i=1
< Ack(cs, Ack(c+ 1, le +y)) 3.10.(iv) und Ind.-Vor.
i=1
< Ack(c,Ack(c + 1, " xi +y)) 3.10.(vi)
i=1

= Ack(c + 1,in—i—y+1)

i=1

Damit ist (xxx) bewiesen und es folgt daraus:

n n
f(in,y) < Ack(c + 1,in+y) (Forokk)

; i=1
Damit ist der Induktionsschritt fiir PR vollzogen, und wir haben insgesamt
bewiesen, dass Lemma 3.11 gilt. O

3.2.3 p-Rekursivitat

Um eine Klasse von berechenbaren Funktionen zu erhalten, die auch Ack enthélt,
nehmen wir nun eine neue Operation in die Erzeugungsregeln der Definition 3.5
(Seite 35) auf. Es handelt sich um die Operation der Minimisierung, die meist
mit Hilfe des pu-Operators bezeichnet wird. Der p-Operator liefert das kleins-
te Element einer Menge und zwar liefert er, angewandt auf einen Ausdruck,
der eine Menge beschreibt, den Namen des kleinsten Elementes dieser Menge.
Mit Qx1 ...z, als Abkiirzung fir (x1,...,z,) € @, lautet die Definition des
u-Operators:
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Definition 3.10 (u-Operator) Q sei eine n+ 1-stellige Relation und x € N™.

das kleinste y mit Qxy ... xny, wenn \/Qxy ... Tpy

pylQz1 ... xpy] = { y

undefiniert, sonst

Durch Anwendung des pu-Operators entsteht aus einer n + 1-stelligen Relation
eine n-stellige partielle rekursive Funktion, die (x1,...,x,) auf u,[Qz1 ... 2,y
abbildet. Der u-Operator kann auch auf n + 1-stellige partielle Funktionen an-
gewandt werden, und liefert dann n-stellige partielle Funktionen.

Definition 3.11
Sei g eine n + 1-stellige partielle Funktion.

py(9(t,y) =0A A ((r,2) € Def(g))), falls so ein y existiert
plg] == 2<y
undefiniert, sonst

Wenn ¢ intuitiv partiell berechenbar ist, so ist es auch u[g].

Mit dem p-Operator als neuen Erzeugungsprozess kann die Klasse der pri-
mitiv rekursiven Funktionen zur Klasse der p-rekursiven Funktionen erweitert
werden.

Definition 3.12 (Klasse der p-rekursiven Funktionen)
(i) Die Basisfunktionen Null?, Proji' und N sind partiell p-rekursiv.
(1) Wenn f,g1,...,9m partiell p-rekursiv sind und h = NE[f, g1, ..., gm],
so ist auch h partiell p-rekursiv.
(i)  Wenn f und g partiell p-rekursiv sind und h = PR[f,g], so ist auch h
partiell p-rekursiv.
(iv)  Wenn g partiell p-rekursiv ist und f = ulg|, so ist auch f partiell
p-rekursiv.
(v) Es gibt keine weiteren partiell p-rekursiven Funktionen.
f st p-rekursiv :— f ist total und partiell p-rekursiv.
R ist p-rekursiv :— xpr st p-rekursiv.

Alles was primitiv rekursiv ist, ist natiirlich auch p-rekursiv. Umgekehrt gilt
das nicht. Die Klasse der partiell p-rekursiven Funktionen umfasst sogar alle
intuitiv berechenbaren Funktionen, und damit auch die Ackermann-Funktion.

Theorem 3.13 Ack ist p-rekursiv

Mit Hilfe des u-Operators kénnen alle berechenbaren Funktionen sogar oh-
ne die Operation der primitiven Rekursion erzeugt werden. Auf PR koénnen
wir verzichten, wenn wir etwas andere Basisfunktionen wéhlen. Die Operation
PR ist also — &hnlich wie die rekursive Definition in der Mengenlehre — kein
wesentliches und damit ein reduzierbares Mittel. Um das zu zeigen, benétigen
wir die Faktorisierung und Goédelisierung, die auch Arithmetisierung genannt
wird, als Werkzeuge. Sie sollen als néchstes dargestellt werden.

Faktorisierung und Godelisierung

Unsere Aufgabe ist es, beliebige Zahlentupel so in eine einzelne Zahl zu kodie-
ren, dass sie spéiter wieder daraus zuriickgewonnen werden konnen. Um dies
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zu erreichen, gibt es mehrere Moglichkeiten. Die von Godel (1931) verwendete
Methode beruht auf der Primfaktorzerlegung. Nach dieser kann eine Kodie-
rungsfunktion von N” — N definiert werden, sodass jedem Tupel (x1,...,z,)
die Zahl [[;", Pr(i)* zugewiesen wird. Die Funktion Pr liefert dabei die Folge
der Primzahlen.

Definition 3.13 (Primzahl) Eine Zahl p heif$t Primzahl, wenn sie grifier als
1 ist, und aufSer 1 und p keinen Teiler hat.

Esist Pr(1) = 2,Pr(2) = 3,Pr(3) = 5 und so fort. Eine einzelne Komponente
des Tupels kann dann leicht iiber eine Komponentenfunktion

k() = { 0, fallsx =0Vi=0

’ das groite m , fiir das « durch Pr(i)™ teilbar ist
zuriickgewonnen werden.

Beispiel Das Tupel (6,4,1) wird, mit 26 - 3* . 51, auf die Zahl 25920 = z
abgebildet, und es ergibt sich k(z,1) =6, k(z,2) = 4 und k(z,3) = 1. Fiir alle
weiteren ¢ ist k(z,i) = 0.

Ich werde jedoch hier eine Kodierungsfunktion verwenden, die ohne die
Funktion zur Berechnung der Primzahlen auskommt: 7(z,y) := 3(z+y)(z+y+
1) + z. Diese Funktion ist bijektiv von N — N und numeriert die Argumente
auf folgende Weise durch:

x 0|1
0101
1124|711
215 |8 12|17
319 (13]18|24

Die entsprechenden Komponentenfunktionen lauten

k1(2) = pa<z(V 2 = 7(2,y))

y<z

und

bale) 1= eV = = 7(2.9)).
<z

Sie liefern die erste oder zweite Komponente, die mithilfe von 7 in eine Zahl
kodierte wurde. In ihnen kommt eine beschriankte Variante des p-Operators zur
Anwendung. Er ist fiir eine n + 1-stellige Relation R definiert als py<.[Rry| :=
pylRry vy > 2.

Mithilfe der zweistelligen Kodierungsfunktion 7 konnen rekursiv die n-stel-
ligen Kodierungsfunktionen 7" definiert werden. 7" ist eine Bijektion von N"
auf N.

Definition 3.14 (n-stellige Kodierungsfunktionen)
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(z) =2

"z, 2, Tag1) =TT, ), Tag)
Die n-stelligen Komponentenfunktionen k', die die i-te Komponente eines n-
Tupels liefern, kénnen iiber die Komponentenfunktionen k; und ko definiert

werden. Dabei wird eine Komponente durch Iteration der einstelligen Kompo-
nentenfunktionen gewonnen.

Definition 3.15 (n-stellige Komponentenfunktionen)

z, falls1=1=n

kP (2) = k:gn*l](z‘), falls1=1i<n

' kg(kgk_l} (2)), falls1<i<n
0, sonst

Die auf Seite 34 erwéhnten effektiven Bereiche kdnnen, mit Hilfe von injekti-
ven Funktionen, auf die natiirlichen Zahlen abgebildet werden. Dieser Vorgang
wird Gddelisierung oder Arithmetisierung genannt. Die injektive Funktion von
Elementen eines effektiven Bereichs B auf N bezeichnen wir mit ™. Sie liefert
fiir Elemente o € B die Gddelnummer "o . Die Gédelnummer von Zahlenfol-
gen oder n-Tupel kann mit Hilfe der n-stelligen Kodierungsfunktion festgelegt
werden.

Definition 3.16 (Gddelnummer von Zahlenfolgen)
Tt ="(x0,..., 1) :==7(n — 1,7 (x0,...,2p_1)) + 1

Die Godelisierung werde ich erst spéter zur Bildung der Gédelnummer eines
Registermaschinenprogramms bendétigen.

u-Rekursion ohne PR

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun zeigen, dass die Klasse der partiell
p-rekursiven Funktionen auch ohne PR definiert werden kann.

Definition 3.17 (Klasse der u-rekursiven Funktionen)

(i) Die Basisfunktionen Null), Proj’, N, Add, Mul und Diff sind partiell
p-rekursiv.

(i1) Wenn f,q1,...,9m partiell p- rekursiv sind und h = NE[f,g1,. .., gm],
so ist auch h partiell p-rekursiv.

(iii)  Wenn g partiell p-rekursiv ist und f = ulg|, so ist auch f partiell
w-rekursiv.

(iv)  Es gibt keine weiteren partiell p-rekursiven Funktionen.

Es muss also gezeigt werden, dass durch PR keine weiteren Funktionen ge-
wonnen werden kénnen. Aufler der Hinzunahme weiterer Basisfunktionen und
dem Weglassen von PR, unterscheidet sich diese Definition von der Definition
3.12 dadurch, dass es nur eine Nullfunktion gibt. Alle iibrigen kénnen jedoch
iiber die modifizierte Differenz und die Projektionsfunktionen gewonnen wer-
den: Null? := Diff(Proj;'(x), Proji'(r)). Wie im Abschnitt 3.2.1 fiir primitiv re-
kursive Funktionen, gebe ich nun Ableitungen fiir wichtige partiell u-rekursive
Funktionen an.
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f N BF
fa Proji BF
fs Null§ BF
fa Diff BF

fs =538 NE[Diff, NE[N, Nullg], f1]  NE fo, f1, f3
Vorzeichen: sg(z) := Diff(1, x)

fe Add BF
f7 Projf BF
s Proj3 BF
fo NE[Diff, f7, fs] NE f7, fg
f1o0 NE(Diff, fs, f7] NE f7, fs
fi1 = Abst  NE[Add, fo, fio] NE fs, fo. f7
Abstand: Abst(z,y) = Diff(x,y) + Diff(y, z)
f1o Mul BF
fi3 Projj BF
f1a Proj3 BF
fis Proj3 BF
fis=1 NE[N, Null])] NE fo, f3 1
fi7 NE[Add, Proj3, 1] NE f6, f13.f16  2+1
f1s NE[Mul, f17, Proj3] NE fi2, fua, f1r y-(z+1)
f19 NE[Diff, fis, Proj?] NE fs, fis, fis  Diff(y - (2 +1),2)
f20 NE[sg, f10] NE f5, fi9 y - Diff(y - (z +1),2)
fa1 =Div  pu[fao] ft fa0
ganzzahlige Division: Div(z,y) = ply - Diff(y - (z + 1), 2)|(=, vy, 2)
fo2 NE[Div, Proj?, Proj3] NE fr, fs, fo1  Div(z,y)
s NE[Mul, Proj3, fa0] NE fs, fi2, foo  y - Div(z,y)
foa = Mod  NE[Diff, Proj?, fo3] NE fi, f7, fo3

Restfunktion: Mod(z,y) = Diff(z,y - Div(z,y))

Die ganzzahlige Division Div(z,y) kénnen wir berechnen, indem wir das grofite
z suchen, fiir das y-z < 2. Da wir aber nur den Operator des kleinsten Elements
zur Verfiigung haben, suchen wir statt dessen das kleinste z, fiir das y-(z+1) >
x. Als Sonderfall miissen wir y = 0 beachten. Es ergibt sich also: p[y- (2 +1) >
x Vy = 0]. Das ist gleichbedeutend mit p,[y - Sg(Diff(y - (z + 1),x)) = 0], da
sg(Diff(y - (z 4+ 1),x)) fiir alle z mit =(y - (z+ 1) > z), also y - (2 + 1) < z,
den Wert 1 ergibt, ist nur fiir y = 0 die Bedingung erfiillt. Erst fiir ein z mit
y-(z+1) > z ergibt sg(Diff(y - (z + 1),z)) den Wert 0 und erfiillt damit die
Bedingung vy -sg(Diff(y - (2 +1),2z)) = 0. Wenn wir das kleinste solche z wéhlen,
haben wir den gewiinschten Quotienten.

Es ist leicht einsehbar, dass die Kodierungsfunktion 7 partiell p-rekursiv
ist, da sie nur mit Hilfe der Basisfunktionen Mul, Add und Div definiert ist.
Fiir die Komponentenfunktionen k; und ko ergibt sich das iiber die partielle p-
Rekursivitdt der beschrankten Quantifizierung, Summation und Multiplikation.

Resultate aus der Zahlentheorie

Wir benétigen nun einige Definitionen und Resultate aus der Zahlentheorie.
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Definition 3.18 (Teiler) Eine Zahl a heifit teilbar durch eine Zahl b, und b
ist ein Teiler von a, wenn b # 0 und \/(a = b-c). In Symbolen b | a. Wenn b

kein Teiler von a ist, schreiben wir b1 a.

Definition 3.19 (teilerfremd, relativ prim) Zwei Zahlen a und b heiflen
teilerfremd oder relativ prim, wenn sie aufler 1 keinen Teiler gemeinsam haben.

Lemma 3.14 Wenn c| b, dann c| a-b.
Beweis Wenn b= c -k, dann ist ab=c- (k- a). O

Lemma 3.15 A[b>c)A(a|b)A(a]c)] —al|(b—rc)
a,b,c
Beweis Aus a | b folgt b = a -z und aus a | ¢ folgt ¢ = a -y. Also ist
b—c=a-xr—a-y=a-(x—y)und damit a | b — c. O
Wenn a, b, ¢ nicht aus N, sondern aus der Menge Z der ganzen Zahlen sind,
so ldsst sich auf dieselbe Weise zeigen, dass viel allgemeiner

A (a]b)A(a]e)) —al(b-c)

a,b,c
und auch

/b\((a!b)/\(a\C))Ha!(bJrC)
gilt.

Lemma 3.16 Jede Zahl n > 1 hat mindestens eine Primzahl als Teiler.

Beweis Jede natiirliche Zahl n kann nur endlich viele Teiler haben. Sie besitzt
also einen kleinsten Teiler p > 1. Die Zahl p muss aber eine Primzahl sein. Wére
sie das nicht, dann hétte sie einen Teiler ¢ mit 1 < ¢ < p und damit wére ¢ auch
ein Teiler von n. (Aus ¢ | p folgt ¢t - x = p und aus p | n folgt p-y = n. Also ist
t-x -y = n und daraus folgt ¢ | n). Das steht im Widerspurch zur Annahme,
dass p der kleinste Teiler von n ist. O

Lemma 3.17 Fiir zwei teilerfremde Zahlen a und b gibts es stets zwei Zahlen
x undy, sodass 1 =a-x+0b-y.

Aus dem Euklidischen Algorithmus ergibt sich, dass der gréfite gemeinsame
Teiler d von zwei Zahlen ¢ und b immer als d = k- a + [ - b geschrieben werden
kann. Daraus ergibt sich fiir zwei teilerfremde Zahlen Lemma 3.17. Siehe zum
Beispiel Courant und Robbins (1941) oder Davis (1958).

Lemma 3.18 Wenn p eine Primzahl ist und p | a-b, dann p | a oder p | b.

Beweis Nehmen wir an, dass p kein Teiler von a ist. Dann sind p und a tei-

lerfremd, denn wenn sie eine von 1 verschiedene Zahl als gemeinsamen Faktor

héatten, konnte das nur p sein, da p eine Primzahl ist. Nach Lemma 3.17 gibt

es dann zwei Zahlen x und y, sodass 1 =a-z+p-y. Alsob=a-b-z+p-b-y.

Da aber p | a - b ist, gilt fiir ein passendes k, dass a -b = p - k. Das ergibt

b=a-b-z+p-b-y=p-k-x+p-b-y=p-(k-x+b-y) und damit p | b. O
Aus dem Lemma 3.18 folgt als Verallgemeinerung unmittelbar:
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Lemma 3.19 Wenn p eine Primzahl ist, und p | ay - as - ag - - - an, dann p | a;,
1< <n.

Lemma 3.20 Wenn v durch 1,2, ..., n teilbar ist, dann sind die Zahlen 1+ v -
(i4+1), miti=0,1,2,...,n paarweise teilerfremd.

Beweis Sei m; =14 wv-(i+1). Da v durch 1,2,...,n teilbar ist, muss jeder
von 1 verschiedene Teiler ¢ von m; groler als n sein. Dies deshalb, da aus t | v
nach Lemma 3.14 folgt, dass ¢ | v- (i + 1). Wenn aber ¢t # 1 und ¢ | v - (i + 1),
dann gilt sicher ¢t tv - (i + 1) + 1. Da aber alle Zahlen von 1 bis n Teiler von v
sind, muss ¢ > n sein. Nehmen wir nun an, dass d | m; und d | m;, mit i > j.
Es gilt dann, wieder nach Lemma 3.14, auch d | (j+1)-m; und d | (i +1) - m;.
Nach Lemma 3.15 folgt daraus d | (i + 1) - m; — (j + 1) - m;. Wenn wir das
ausrechnen, ergibt sich mit

(+1)-mj—(G+1)-mi=G+1)-I+v-G+1) =G +1)-1+v-(i+1)
=@+ +v-(i4+1)-G+1)—(i+1)—
v-(j+1)-(i+1)

=j+1—-i—-1

= .] - ia
dass d | j —i. Dai—j <mnist, muss d =1 sein. O
Theorem 3.21 (Chinesischer Restsatz) Seien aj,as,...,a; beliebige Zah-
len und m1,ma, ..., my seien paarweise teilerfremd. Dann gibt es eine Zahl x,
sodass

x =a; (mod my) firi=1,2,... k.

Beweis Der Beweis erfolgt durch Induktion iiber k.

Fiir £ = 1 haben wir zu zeigen, dass © = a; (mod my) fiir ein z gilt. Dazu
miissen wir nur x = a1 wahlen.

Nehmen wir nun an, dass die Behauptung fiir & = n gilt. Wir miissen zeigen,
dass sie dann auch fiir k = n + 1 gilt. Wir wollen also zeigen, dass es eine Zahl
x gibt, die das folgende Kongruenzsystem erfiillt.

x=a; (modmy),

=az (mod my),

x=a, (modm,),

T =apt1 (mod myqq).

Nach der Induktionsannahme gibt es eine Zahl xq, die die ersten n dieser Kon-
gruenzen erfiillt.

Die Zahlen mj -mg - - - m,, und my,41 sind teilerfremd. Denn hitten sie einen
gemeinsamen Teiler ¢ > 1, dann hétten sie laut Lemma 3.16 eine Primzahl p
als Teiler gemeinsam. Aber nach Lemma 3.19, folgt aus p | my - mg - - - m,,, dass
p | mj, i < j < n.Dann hétten aber my1; und m; einen gemeinsamen Teiler
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p > 1. Das steht im Widerspruch zu unserer Annahme, dass alle m; teilerfremd
sind. Daraus folgt nach Lemma 3.17, dass es zwei Zahlen r und s gibt, sodass
Temymo- My + S My = 1. Also ist 7+ (apy1 — @) - my - ma---my + 5 -
(@nt1—20) Mpt1 = apy1 — 0. Mit ¢ =7 (an11—x0) und p = —s- (an11— o)
ergibt sich xg+¢q-m1-ma---my = apy1+p-Mmp41. Wahlen wir nun ein ¢, sodass
t-mpy1+q >0, dann ist zo+ (t-mpp1+q)-my-ma---my = apy1 (mod my,y1).

Laut Induktionsannahme gilt aber, dass xy = a; (mod m;) fiir i = 1,2,...,n,
und damit zg + (t - mpy1+¢q)-my-mo---my = a; (mod my) fiiri=1,2,...,n.
O

Mithilfe des Chinesischen Restsatzes ldsst sich nun der nachste Hilfssatz
zeigen:

Theorem 3.22 Seiag,aq,...,a, eine endliche Folge natiirlicher Zahlen. Dann
gibt es natirliche Zahlen u und v, sodass Mod(u,v - (i + 1) + 1) = a; fir i =
0,1,...,n.
Beweis Sei A die grofite der a; und sei v = 2- A-n!l. Weiters sei m; = 14v-(i+1).
Dann sind nach Lemma 3.20 die m; paarweise relativ prim und a; < v < m;.
Nach dem Chinesischen Restsatz (Theorem 3.21) gibt es nun eine Zahl u, sodass

u = a; (mod my) i=0,1,...,n.
Also

Mod(u, m;) = Mod(a;, m;) i=0,1,...,n.
Da aber a; < m;, ist Mod(a;, m;) = a; und damit

Mod(u,1 4+ v - (i + 1)) = Mod(u, m;) = Mod(a;, m;) = a;. O
Lemma 3.23 FEs gibt eine partiell u-rekursive Funktion S, sodass es fir jede
endliche Folge ay,...,a, natirlicher Zahlen eine Zahl w gibt, mit S(i,w) = a;
firi=0,1,...,n.
Beweis Wir definieren S(i,w) := Mod(k1(w),1 + ka2(w) - (i + 1)). S ist dann
offensichtlich partiell u-rekursiv. Seien nun Zahlen ag, a1, ..., a, gegeben. Nach
Lemma 3.22 gibt es dann zwei Zahlen v und v mit Mod(u,1 +v-(i+ 1)) = a;
firi =0,1,...,n.

Also S(i,w) = Mod(ki(w), ka(w) - (i +1)+1) = Mod(u,1 +v-(i+1)) = a;
firi =0,1,...,n. O

Elimination der Operation PR

Theorem 3.24 Wenn g und h partiell p-rekursive Funktionen sind und f =
PR[g, k], dann ist auch f partiell p-rekursiv.

Beweis Die Funktion f ist also definiert als:

f(&,0)=g()
f@y+1) =hy, f(r,v))

Fiir die Folge f(z,0), f(x,1),..., f(r,y) gibt es eine Zahl w mit f(x,i) = S(i,w)
fir i =0,1,...,y. Fir dieses w gilt, dass

S(0,w) = g(r) /\/\(0 <l<y—S@GE+1,w)=nh(1iStw))
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Definieren wir nun die partiell u-rekursive Hilfsfunktion H als

H(x,y,w) = pilt =y v S(i + 1,w) # h(z, 1, 5(i,w))]
= p;[Abst(i,y) - sSg(Abst(S(i + 1, w), h(z, 4, S(i,w)))) = 0]

dann gilt, dass
H(x,y,w) <y und
H(r,y,w) <y = V(0 <i<yAS@i+1w)#h(,i,50w)))

Also ist
H(r,y,w) =y = N0 <i<y— S(i+1,w) = h(r,i,S(iw)))

Es gilt also

- S(0,w) = g(x) NH(r,y,w) =y.

Uber den p-Operator erhalten wir das kleinste solche w und damit fiir f die
Darstellung:

f@,y) = Sy, pw[S(0,w) = g(x) N H(z,y,w) = y])
= S(y, prw[Abst(S(0,w), g(x)) + Abst(H (r,y,w),y) = 0])

Also ist auch f(r,y) partiell g-rekursiv. Damit ist Theorem 3.24 bewiesen. 0O

Die primitive Rekursion liefert uns keine Funktionen, die nicht schon in der
Klasse der partiell pu-rekursiven Funktionen enthalten wiren. Die Operation der
primitiven Rekursion kann also, bei geeigneter Wahl der Basisfunktionen, durch
die Operation der Minimisierung ersetzt werden. Wir kommen auf diese Weise
auch ohne die primitive Rekursion aus, da uns der u-Operator eine Moglichkeit
gibt einen bestimmten Zahlenbereich auf der Suche nach einem kleinsten Ele-
ment zu durchlaufen. Die primitive Rekursion durchliuft einen Zahlenbereich
im Rekurrieren auf jeweils kleinere Elemente. Der pu-Operator ist dabei sogar,
wie wir an der Funktion Ack gesehen haben, méchtiger als PR.

3.2.4 Einschub: Induktive und rekursive Definitionen

Die in Definition 3.5 verwendete Definitionsweise wird von Kleene (1952, §§6,
43, 53) induktive Definition genannt und von rekursiver Definition, die auch
Definition durch Induktion genannt wird, unterschieden. Die induktive Defini-
tion bildet die Basis fiir die im Kapitel 2.4 vorgestellten Beweisverfahren der
mathematischen Induktion, denn fiir die durch induktive Definition generierten
Objekte einer Klasse — hier Funktionen — kénnen mittels eines Induktionsbe-
weises Theoreme bewiesen werden. Induktive Definitionen erlauben also, das
Beweisverfahren der mathematischen Induktion auf durch sie generierte Objek-
te anzuwenden. In einer dhnlichen Weise erlauben induktive Definitionen die
rekursive Definition von Funktionen auf der durch die induktive Definition er-
zeugten Trégermenge. Bei der rekursiven Definition einer Funktion wird ihr
Wert fiir alle Werte einer Induktionsvariable y angegeben. Zuerst also der Wert
der Funktion A fiir das Argument 0. Anschlieflend wird fiir ein beliebiges ,
h(N(y)) mit Hilfe von h(y) ausgedriickt. Daraus lisst sich ersehen, dass h fiir
jeden Wert der Induktionsvariable y definiert ist. Die rekursive Definition er-
laubt uns den Wert von h(y) zu berechnen, wihrend wir die y durchlaufen. Diese



58 3 Berechenbarkeit

terminologische Unterscheidung zwischen induktiver und rekursiver Definition
wird jedoch nicht von allen Autoren gemacht.

Marvin L. Minsky zum Beispiel nennt die von S. C. Kleene induktiv genann-
te Definitionsweise rekursiv (Minsky 1967, p.73). Eine solche in der Terminolo-
gie von Kleene induktive Definition besteht laut Minsky aus drei Teilen: einem
Anfang, einer Rekursion und einer Einschriankung. Im Anfang wird festgelegt,
dass bestimmte Objekte der zu definierende Klasse angehoren. In der Rekursion
werden eine oder mehrere Regeln angegeben, die festlegen, welche zusétzlichen
Objekte der Klasse angehoren, wenn sich bestimmte Objekte bereits in der
Klasse befinden. In der Einschrinkung wird festgestellt, dass keine Objekte, die
sich nicht bereits durch Anfangs- und Rekursionsregel in der Klasse befinden,
der Klasse angehoren. Als Beispiel bringe ich hier die Klasse K der reguléren
Ausdriicke, wie sie von M. L. Minsky definiert wird:

Base: Any letter symbol a, b, ¢, ... is an expression in K.

Recursion: If F and F' are expressions in K, then so is (E'F).
If 4, Es, ..., E, are expressions in K, then so is
(E1V Es V...V Ey).
If E is an expression in K, then so is Ex*.!

Restriction: Only expressions generated by the above rules are in K.

Diese Form der Induktion wird auch strukturelle Induktion oder Induktion dber
den Aufbau genannt. Strukturelle Induktion legt die Elemente einer Menge
wie im obigen Beispiel auf zwei grundséitzliche Weisen fest. Zu einer Menge
S gehoren (a) alle Elemente von einer oder mehreren vordefinierten Basismen-
gen und (b) alle Elemente, die aus bereits in S enthaltenen Elementen, mit
Hilfe von genau festgelegten Erzeugungsregeln, gebildet werden kénnen. Das
bedeutet, S := [JS;, wobei die S; induktiv definiert sind. Sy ist die Menge

1EN
aller nach Regel (a) erhaltenen Elemente und jedes S;y; ist die Menge aller
Objekte, die aus einem oder mehreren Elementen von S;, mit j € {1,...,i},

mit den Erzeugungsregeln von (b) gewonnen werden kénnen.

Zu dieser Form der Induktion gibt es einen entsprechenden Bewetis durch
Induktion tber den Aufbau. Wenn wir zeigen wollen, dass alle Elemente von S
eine bestimmte Eigenschaft P haben, dann miissen wir nur zeigen, dass erstens
fiir alle Elemente der Basismengen P gilt und dass zweitens P, falls P auf
alle Elemente in S; zutrifft, auch auf alle Elemente in S;y1, die ja durch die
Erzeugungsregeln aus Elementen von S; gewonnen werden, zutrifft.

1 Ex“ist zu lesen als ,eine beliebige Anzahl von Vorkommnissen von E*.
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3.3 Turingmaschinen

3.3.1 Turing-Berechenbarkeit

Eine weitere Moglichkeit, den Begriff der Berechenbarkeit zu fassen, wurde von
Alan M. Turing im Jahr 1936 vorgestellt. Dieser Erklarungsversuch geht nicht
von Funktionen aus, sondern von einem abstrakten Maschinenmodell, das eine
idealisierte menschliche Rechnerin darstellt. Entsprechend unseren Annahmen
iiber effektive Prozeduren ist auch fiir sie die Rechenzeit unbeschriankt und das
Schreibmaterial unerschépfbar. Die Anzahl der Rechensymbole ist jedoch end-
lich, ebenso die Anzahl der inneren Zusténde. Die Turingmaschine ist nun eine
mathematische Beschreibung einer auf diese Weise als unbeschrénkte Rechen-
maschine gedachte Rechnerin. Sie besteht aus einem unendlichen in Feldern
eingeteilten Band, einem beweglichen Schreiblesekopf und einer damit verbun-
denen Kontrolleinheit mit endlich vielen Zusténden g;.

So| So| S1| S1| So] - -

qo0

Die Turingmaschine befindet sich stets in einem bestimmten Zustand g¢;,
kann ein Zeichen S; vom Band lesen oder eines darauf schreiben, den Schreible-
sekopf ein Feld nach links oder rechts bewegen, und befindet sich anschliessend
in einem neuen Zustand ¢;. Die Ubergénge zwischen den Zustéinden sind durch
eine endliche Anzahl von Anweisungen geregelt. Sie legen das Programm der
Turingmaschine fest, das aus einer endlichen Zahl von Quadrupeln der Form
<aktueller Zustand, gelesenes Symbol, zu schreibendes Symbol oder Bewe-
gungsrichtung, neuer Zustand> besteht, und Maschinentafel genannt wird. Auf
jedem Feld des Bandes befindet sich eines der fiir die Turingmaschine erlaubten
Zeichen.

Definition 3.20 (Wort) Ein Wort ist eine endliche (auch leere) Folge der
Zeichen: q1,qo,...;50,51,59,...;7,1.

Die Zeichen werden unterschieden in Drucksymbole (Sy, Si,...), Zustéinde
(qo, q1, - - . ) und Bewegungsrichtungen (r, [).

Definition 3.21 (Quadrupel)

Ein Quadrupel ist ein Wort in einer der drei folgenden Formen:

(Gis Sjs Sks 1), (Gis Sjs s q1) s (Gis Sjs Ly ) -

Definition 3.22 (Turingmaschine)

Fine Turingmaschine TM ist eine endliche (nichtleere) Menge von Quadrupel,

sodass fiir keine zwei Quadrupel die ersten zwei Komponenten q; und S; gleich
sind.

Jedes solche Quadrupel der Maschinentafel wird von der Turingmaschine nun
in diskreten Schritten als Anweisung interpretiert. Die Anweisung (g;, Sj, —, —)
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wird ausgefiihrt, wenn sich die Maschine im Zustand ¢; befindet und gerade
das Zeichen S; vom Band liest. Es wird dann der durch die dritte Komponente
angegebene Vorgang ausgefiihrt. Steht an dieser Stelle S, so wird dieses Zei-
chen auf das Band geschrieben. Steht dort das Zeichen r oder [, so wird der
Schreiblesekopf nach rechts oder links bewegt. Anschliefend befindet sich die
Maschine im, durch die vierte Komponente angegeben, Folgezustand. Die Ma-
schine liest in diesem neuen Zustand wieder ein Zeichen vom Band und fiihrt
die fiir diesen Zustand in der Maschinentafel angegebene Anweisung aus. Fin-
det sich dort keine entsprechende Anweisung, so stoppt die Maschine und die
Berechnung ist beendet.

Eine Turingmaschine kommt mit nur zwei Zeichen Sy und S; aus, fiir die

ich als Abkiirzung auch entsprechend 0 oder 1 schreibe. Wenn nicht anders
angegeben, nehme ich fiir alle folgenden Maschinen an, dass sie nur mit den
Symbolen Sy und S operieren.
Beispiel 1 Die Turingmaschine {{qo,0,1,¢1), (¢1,1,0,qo)}, lduft endlos, wenn
sie im Zustand gy gestartet wird und schreibt dabei abwechselnd 1 und 0 auf
das Band. Das erste Quadrupel besagt, dass sie das Zeichen 1 schreiben soll,
wenn sie sich im Zustand ¢gg befindet und das Zeichen 0 liest, und anschlieflend
in den Zustand ¢; iibergehen soll. Das zweite Quadrupel besagt, dass sie nun 0
schreiben und wieder in den Zustand gg zuriickkehren soll.

Vereinfachend konnen wir die Mengen- und Tupelklammern, sowie die Bei-
striche innerhalb der Quadrupeln weglassen.

Beispiel 2 Die Turingmaschine

70 01 qo
G lraq
1 01q
@ lrag
q2 01 go,

schreibt dreimal das Zeichen 1 auf das Band.

Definition 3.23 (Zusténde) Die Zustinde einer Turingmaschine TM sind
alle in den Quadrupeln von TM vorkommenden Zustdnde g;.

Definition 3.24 (Alphabet) Das Alphabet einer Turingmaschine TM sind
alle in den Quadrupeln vorkommenden Zeichen S;.

Definition 3.25 (Bandinschrift) Ein Wort, das ausschliefllich aus den Zei-
chen S; besteht, heifit Bandinschrift.

Definition 3.26 (Konfiguration) FEine Konfiguration ist ein Wort, das ge-
nau ein Zeichen q; enthdlt und in dem weder v noch | vorkommen. Das Zeichen
q; darf dabei nicht am Anfang des Wortes stehen.

Beispiel Fiir die Turingmaschine TM mit dem Alphabet {Sp,S1} und den
Zustidnden qq ist ,,00011011100* eine Bandinschrift. ,,0go001110¢ ist eine Kon-
figuration.

Definition 3.27 (beob. Symbol, aktueller Zustand, Bandinschrift)
Fiir eine Konfiguration o = S;,S;, ... S;,4;S; .Si,, von TM , heifst

ntl e
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(i) Si,, das beobachtete Symbol von TM in «,
(i) q; der aktuelle Zustand von TM in «,
(iii)  SiySiy ... Si, die Bandinschrift von TM in a.

Die in der Definition der Konfiguration angegebene Einschrankung, dass
¢; nicht am Anfang eines Wortes stehen darf, soll also vermeiden, dass es im
aktuellen Zustand kein beobachtetes Symbol gébe.

Da auch das Fehlen eines Symbols als Symbol aufgefasst werden muss, ent-
halten alle Felder des Bandes Symbole. Wir kénnen das Leersymbol mit Sy
bezeichnen. Wir stellen uns nun aber das Band nicht unendlich lang vor, son-
dern nur so lang wie eine bestimmte Bandinschrift. Droht der Schreiblesekopf
das Band zu verlassen, so denken wir uns, dass automatisch ein neues Feld, mit
dem Symbol Sy als Inhalt, angeklebt wird.

Wir koénnen jetzt die eingangs beschriebenen Verhaltensweisen von TM for-
malisieren, indem wir festlegen, wie aus einer Konfiguration die unmittelbare
Folgekonfiguration erhalten wird. Dies entspricht einem Rechenschritt von TM .

Definition 3.28 (unmittelbare Folgekonfiguration) Sei TM eine Turing-

M
maschine und o und B Konfigurationen. Wir schreiben dann, « —— (3, wenn (8
die unmittelbare Folgekonfiguration von « fiir die Turingmaschine TM ist. Das
bedeutet, dass eine der folgenden Alternativen zutrifft:

(i) \]!V(Oé = Pq;S;Q N B = PqSiQ N ¢;S;Skqr € TM)
(it) \IZ\Z(O& = Pq;SkQ N\ B = PS;qiSkQ N ¢iSjrqr € TM)
(i)  \(a = PgS; N B = PS;qSo N ¢:Sjrq; € TM)

(iv) \i/\cé(oz = PSLqiS;Q N B = PqSiS;Q N ¢;Silg € TM)
(v) g(@ = ¢;S;Q N B = @S0S;Q N q;Sjlgr € TM)

Daraus ergibt sich sofort:

Theorem 3.25
(i) a=SBAaEy—B=q
g ™ p ™
(ii)) a—FATMCTM —a—
Eine Konfiguration, die iiber mehrere Zwischenschritte erreicht wird, nennen
wir einfach Folgekonfiguration.

Definition 3.29 (Folgekonfiguration)
™

a —— [ Es gibt eine Folge (o, a1, ..., ap) von Konfigurationen mit o =
™
g, o —— iy fiiri=0,...,p—1 und o = 3.

Definition 3.30 (Endkonfiguration)

a ist eine Endkonfiguration von TM :— =\/« ™ 0

B
Definition 3.31 (Berechnung, Resultat)
FEine endliche Folge ag, ax, . .., o, von Konfigurationen ist eine Berechnung der

‘ ‘ ™ N ‘ .
Turingmaschine TM genau dann, wenn o; — a1 fiir 1 <i <p und oy eine
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Endkonfiguration von TM ist. Wir nennen o, das Resultat der Berechnung von
a durch TM und schreiben oy, = Restm(o).

Beispiel TM sei gegeben durch {{qo,0,7,qo)}. Diese Maschine l&uft auf dem
Band nach rechts, bis sie das erste von 0 verschiedene Symbol findet:

Restm(010gp00011) = 0100001go1

Ist das beobachtete Symbol in der Anfangskonfiguration ein 1, so stoppt die
Maschine sofort.

Restm(01gp000011) = 01go000011

Findet die Maschine keine von 0 verschiedenen Symbole, so lduft sie endlos. Wir
sagen dann auch, dass die Berechnung divergiert und damit ist Restp(0go) nicht
definiert.

Turingmaschinen kénnen tibersichtlicher durch Flussdiagramme dargestellt
werden. Jeder Kreis entspricht dabei einem Zustand der Maschine. Pfeile mar-
kieren Ubergéinge zwischen zwei Zustinden.

Gelesenes Symbol : Aktion Neuer
Zustand

Durch das folgende Flussdiagramm und die Liste von Quadrupeln werden also
dieselbe Turingmaschine beschrieben:

(w00} ) w17

¢101q
q1 17 qo
g2 01 q

Wir wollen nun partielle n-stellige Funktionen von Turingmaschinen berechnen
lassen. Dazu miissen Bandinschriften als Darstellung von Zahlenfolgen dienen.
Ich wihle eine unére Darstellung, bei der jede Zahl durch eine entsprechende
Anzahl von Symbolen Sp, gefolgt von einem Leersymbol Sy, reprisentiert wird:

Bandinschrift Zahl
001100 2

0

11100110111110 | (3,2,5)
000 (0,0,0)

Definition 3.32 (Unire Zahlendarstellung)

Fine natiirliche Zahl x wird durch x aufeinander folgende Felder mit dem Sym-
bol S1 und einem anschlieffenden Feld mit dem Symbol Sy dargestellt. Die
Darstellung von x wird mit T bezeichnet. Es ist also T := 5151571 ...515151.

r—mal S1
FEin n-Tupel wird dargestellt durch die aufeinanderfolgenden Darstellungen von

Tlyeeoy Ty, 0lSOT :=T1,...,Ty.
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Definition 3.33 (Turing-Berechenbarkeit)
X und Y seien zwei beliebige Worter. Eine n-stellige partielle Funktion ¢
heif$t partiell Turing-berechenbar :«— FEs gibt eine Turingmaschine TM | so-
dass fiir jedes ¢ € N gilt: p(x) ist genau dann definiert, wenn Restm(0T qo) =
X 5151 ...5151 8:q.Y, wobei X nicht mit dem Symbol Sy endet.

p(z)—mal Sy
FEine partiell Turing-berechenbare Funktion, die total ist, heifst Turing-berechen-
bar.

Ist die Berechnung beendet, so befindet sich links vom beobachteten Symbol
der Funktionswert ¢(xr). Das heifit, im Endzustand wird ein beliebiges Symbol
beobachtet, dass nichts mit dem Resultat zu tun hat.

Definition 3.34 (Normierte Turing-Berechenbarkeit)

Sei o eine partielle n-stellige Funktion und TM eine Turingmaschine.

TM berechnet ¢ normiert :« Fiir jedes ¢t € N™ gilt: p(r) ist genau dann defi-
niert, wenn Restpr(0T qo) definiert ist, und in diesem Fall ist Respar (0T qo) =
0r¢(r) ge-

Ferner liuft die Maschine TM niemals nach links, wenn sie im Verlauf einer
Rechnung von 0T qo aus zu einer Konfiguration 0q; X kommt.

Hier wird im Endzustand das Symbol beobachtet, das die Darstellung des Funk-
tionswertes abschlielt. Alle Zwischenrechnungen werden gel6scht.

Jede Funktion, die normiert Turing-berechenbar ist, ist auch Turing-bere-
chenbar. Die Umkehrung gilt nicht.

Theorem 3.26 Die Funktion Add ist normiert Turing-berechenbar.

Sehen wir uns zum Beispiel an, wie eine Maschine bei der Berechnung
von Add(1,3) aus der Anfangskonfiguration 0101110gq in die Endkonfiguration
010111011110q¢ iibergeht.

a1 = 01 0 1 1 1 0 qo Q22 = 0 0 q100 1 1 1 0 1

Q2 = 01 0 1 1 1 q1 0 23 = 1 q11 0 1 1 1 0 1

az =0 1 0 1 1 11 0 Qg = 1 0 gs1 1 1 0 1

a4 = 01 0 1 q1 1 1 0 Q25 = 01 0 1 qi12 1 1 0 1

a5 = 01 0 q1 1 1 1 0 Q26 = 01 0 0 q13 1 1 0 1

g = 0 1 qz2 0 1 1 1 0 Qo7 = 1 0 0 1 q14 1 0 1

a7 = 0 qz2 1 0 1 1 1 0 Q28 = 1 0 0 1 1 qi4 0 1

ag = 0 1 q3 0 1 1 1 0 29 = 1 0 0 1 1 0 qi14 1

asg =0 0 g2 0 1 1 1 O azp=0 1 0 0 1 1 0 1 s
aijo=0 0 0 ¢ 1 1 1 O az3;r =01 0 0 1 1 0 1 0 s
ai1r=0 0 0 1 g¢1 1 O azz2=0 1 0 0 1 1 0 1 1 gqise
a12 = 00 0 11 de 1 0 33 = 010 011 01 qie6 1
13 = 0O 0 0 1 1 1 de 0 34 = 01 0 01 10 qdie6 1 1
14 = 00 0 1 1 10 de 35 = 01 0 0 1 1 q170 1 1
a15 = 00 0111 00 qr a3 = 01 0 0 1 qi7 1 0 1 1
aie=0 0 0 1 1 1 0 1 g¢s azr=0 1 0 0 ¢uv1 1 0 1 1
aiz=0 0 0 1 1 1 0 g1 azgs=0 1 0 1 gl 1 0 1 1
a18 = 0 0 0 1 1 1 q9 0 1 Q39 = 01 0 1 1 qi12 1 0 1 1
ag=0 0 0 1 1 g1 0 1 apw=0 1 01 0 ¢uz1 0 1 1
ap=0 0 0 1 g1 1 0 1 as1=0 1 0 1 0 1 qua0 1 1
Q21 = 0 0 0 q9 1 1 1 0 1 Q42 = 01 01 010 qi4 1 1



64 3 Berechenbarkeit

Q43 = O 1 0 1 0 1 0 1 qis 1 Q59 = O 1 0 1 1 0 0 1 1 1 O qis
al44 = 010101011 qi5 a0 = 01011001111 qie6
aps=0 1 0 1 01 0 1 1 0 qis a1 =0 1 0 1 1 0 0 1 1 1 qel
Qe = 1 01 0101 1 1 qis a2=0 1 0 1 1 0 0 1 1 qel 1
a7 = 1 01 01 0 1 1 qie6 1 a3 = 01 0 1 1 0 0 1 qie6 1 1 1
48 = 1 0 1 0 1 0 1 qdie6 1 1 Qs = 1 0 1 1 0 0 qdie6 1 1 1 1
agg=0 1 0 1 0 1 0 gl 1 1 as=0 1 0 1 1 0 uvO 1 1 1 1
aso=0 1 0 1 0 1 70 1 1 1 ass=0 1 0 1 1 1 ¢80 1 1 1 1
51 = 1 01 0 qi7 1 0 1 1 1 Qg7 = 01 0 1 1 1 0 qi12 1 1 1 1
a52 = 1 0 1 1 qi7 1 0 1 1 1 agg — 01 0 1 1 1 0 1 q19 1 1 1
asz=0 1 0 1 1 1 20 1 1 1 agg=0 1 0 1 1 1 0 1 1 qol 1
ass =0 1 0 1 1 0 30 1 1 1 aro=0 1 0 1 1 1 0 1 1 1 qol
Q55 = 1 01 1 00 quul 1 1 anr=0 1 0 1 1 1 0 1 1 1 1 qo
Q56 = 1 01 1 00 1 qual 1 az=0 1 0 1 1 1 0 1 1 1 1 0 qu
a7 = 1 0 1 1 0 0 1 1 qi5 1

ass=0 1 0 1 1 00 1 1 1 g

Die Berechnung kénnte von der folgenden Turingmaschine durchgefiihrt worden
sein:

—| — |
@ 0:7‘ 0:r 1:0 @

1:0
@@ “ (@9) (@)
Wir wollen nun einige einfachste Maschinen konstruieren, um dann aus ih-
nen durch Kopplung komplexere zusammengesetzte Maschinen zu erhalten.

Zwei Maschinen TM; und TMsy kénnen aneinander gekoppelt werden. Dabei
miissen die Zustidnde der zweiten Maschine so umbenannt werden, dass die Ma-
schinen anschliefend keinen Zustand mehr gemeinsam haben. Fiir einen End-
zustand von TM; muss dann nur ein Kopplungsquadrupel definiert werden,

dass diese Maschine in einen Zustand von TMsy iiberfiihrt. Eine Maschine kann
mithilfe eines Kopplungsquadrupels auch riickgekoppelt werden.

1:1
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Besteht die Maschine R aus den Quadrupeln (qo,0,7,¢1), (g0, 1,7,q1), so dient
(q1,1,1, qo) als Riickkopplungsquadrupel. Entsprechendes gilt fiir die Maschine
L. Die Maschine R geht zun#chst einen Schritt nach rechts — egal welches Symbol
sich im Zustand ¢y auf dem Band befindet —, und lduft dann solange nach rechts,
bis sie auf das Symbol 0 st6fit. Die Maschine L macht dasselbe, nur lduft sie
dabei nach links.

RQ: 0:0

Diese Maschine lduft iiber zwei durch ,,0“ getrennte Blocke von Einsen nach
rechts. Wir konnen allgemein TM* fiir eine Maschine schreiben, die aus k hin-
tereinandergekoppelten Kopien von TM entstanden ist.

Aus den bisher vorgestellten Komponenten kénnen wir nun eine zweite — im
Aufbau etwas kompliziertere — Additionsmaschine A bauen:

A 0:r 1:0 0:1 0:1
0:r

Bei der Berechnung von 071 q, —A—» O0rvy(z+1)qe bewegt sich die Ma-
schine zuerst zwei Einserblocke nach links, das heifit, sie positioniert sich an
den Anfang des ersten Arguments der Additionsfunktion, und geht dann einen
Schritt nach rechts. Findet sie dort die erste Eins von 1, so geht sie im Dia-
gramm rechts weiter und {ibertrigt das erste Argument ans Ende des Bandes.
Findet sie dort eine Null, so wurde T erfolgreich iibertragen und der Kopf ist
zwischen T und § positioniert. Die Abarbeitung wird im Diagramm mit der
unteren Schleife fortgesetzt, die § an das Bandende iibertréagt.

Eine weitere niitzliche Maschine ist die n-Kopiermaschine Cp,, , die die Dar-
stellung der n-ten Zahl links vom Kopf an das Bandende kopiert. Zu Beginn der
Kopieroperation muss dabei der Kopf rechts von der letzten Zahlendarstellung
stehen.

Lir

C
Cpn: 0:r @ lzoﬂ R”HB 0:1 ﬂ o B 01 @
0:r

Die TranslatiorTlsmaschine verschiebt einen Einserblock um ein Feld nach links:
X0g0fY —— X0Fq0Y.
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1.r
Tr @0r@0r@1:0@0:1@01@

Die Verschiebemaschine Mv verschiebt die Darstellung einer Zahl § nach links
und I6scht dabei eine dort befindliche weitere Zahlendarstellung r: X 071 q,

M
AN 09 g.. Die allgemeine Verschiebemaschine Mv,, verschiebt n-Zahlendar-
stellungen nach links und 16scht dabei ein dort befindliches T:

Mvp,
XOFUn -1 .- D1GQq — OUnUnfl .. D1 Ge.

MVn: : 1:0 Tem 0:1

1:r

0:0 0:0 0:1\
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3.3.2 Agquivalenz von j-Rekursivitit und Turing-Berechenbarkeit

Mit den bisher konstruierten Turingmaschinen kénnen wir nun auf einfache
Weise zeigen, dass die Begriffe u-Rekursivitdt und Turing-Berechenbarkeit den-
selben Umfang haben.

Theorem 3.27
FEine Funktion o st partiell p-rekursiv < ¢ ist partiell Turing-berechenbar.

Beweis Ich zeige hier nur die eine Halfte des Bikonditionals, ndmlich dass jede
partiell p-rekursive Funktion auch partiell Turing-berechenbar ist. Der Beweis
erfolgt durch Induktion iiber den Aufbau der partiell u-rekursiven Funktionen
nach Definition 3.17.

Die Basisfunktionen Add, Mul und Diff werden von den Turingmaschinen
A, Ml und D berechnet. Fiir Nu||8 ist die Maschine r ausreichend. Die Funktion
Proj;" wird durch Kpyi—; und N durch die Maschine

0:1 1:
Cou |- ()=~ (a)

berechnet.

Als néchstes miissen wir zeigen, dass die Turing-Berechenbarkeit bei nor-
mierter Einsetzung erhalten bleibt. Nach Definition 3.3 erhalten wir die Funk-
tion h durch normierte Einsetzung aus den Funktionen f und g1,..., gm, wenn
gilt h(z1,...,2n) = f(o1(z1,.- ,2n),- -, gm(z1,...,2,)). Wir benétigen al-
so eine Turingmaschine TMy zur Berechnung von f und m Turingmaschinen
TM;(i = 1,...,m) zur Berechung der g;. Sind diese vorhanden, so berechnet
die folgende Maschine die Funktion h:

™, 0:0|0:0 ™, 0:0 CPRHI 0:0 00 CPEHIO:O ™.,

0:0 0:0 0:0 0:0
| Y ™o |22

Bei der Berechung von h treten folgende Konfigurationen auf:
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_ TMq
0rqp —
Cp2+1
0rg1(x) iy —
TM,
0rgi(x)r g, —
— CpPnt1
0rg1(x)r92(x) iz —
(x)

_ TM3
Orgi(r)rg2(x) v qiy —

I\/Iv?
0rg1(X)zg2(X)r - Gm-1() £ gm(t) @iy —>
Mvg
0rg1(®)rg2(®)r - gm—1(r) gm(x) Gig —

0O RO B - InlD gD G5y s
091(x) 92(x) 92(x) -+ Gm-1(x) gm(¥) f(¥) Gis

My™
—_—

qum

Es bleibt noch zu zeigen, dass der u-Operator die Turing-Berechenbarkeit

erhélt. Es sei f = plg] und TM berechne die Funktion g normiert. Die folgende
Maschine berechnet dann f normiert:

1:r

©-m 05 @) )
0:0

;)
@)

Der p-Operator sucht das kleinste y, fiir das g(xr,y) = 0 ist. Die Turingmaschine
berechnet dazu die Funktionswerte von ¢(r,0), ¢(z,1), ¢(z,2),... und stoppt,
wenn sich der Wert 0 ergeben hat. Tritt 0 nicht als Funktionswert auf, lduft sie

endlos weiter.

O
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3.4 Registermaschinen

3.4.1 Registermaschinen-Berechenbarkeit

Registermaschinen sind ein weiteres Modell, um den Begriff der Berechenbar-
keit zu erfassen. Sie sind um nichts weniger abstrakt als Turingmaschinen,
entsprechen aber mehr den heute iiblichen Digitalrechnern mit von-Neumann-
Architektur. In der Literatur kommen sie in den verschiedensten Varianten
vor. Ich werde hier eine Registermaschine vorstellen, die aus zwei unendlich
groflen Speichern besteht, von denen einer als Datenspeicher und der andere
als Programmspeicher dient. Die Speicher sind in durchnummerierte Register
eingeteilt. Jedes Register Ry, R1, Ro, ... des Datenspeichers kann eine belie-
big grofle Zahlendarstellung aufnehmen. Jedes Register des Programmspeichers
enthélt eine Anweisung. Auflerdem gibt es ein Sonderregister, das die Adresse
der gerade aktuellen Anweisung enthélt. Dieses Register wird auch Befehlszeiger
genannt. Da alle Register der Maschine in beliebiger Reihenfolge angesprochen
werden koénnen, wird sie auch Random Access Machine genannt.

Datenspeicher: Ro| R1| Ro| R3| Ry| ...

Programmspeicher: | Aj| Ag| A3| Ayl As

5

Fiir die Registermaschine definiere ich einen Satz von fiinf Basisanweisun-
gen. Es ist zwar moglich mit wenigeren Anweisungen auszukommen (Minsky
1967; Smith 1996), auf diese Weise entspricht unsere Maschine aber mehr den
heute iiblichen Digitalrechnern. Die Befehle unserer Registermaschine RM sind
in Tabelle 3.3 aufgelistet (vergleiche Oberschelp 1993).

Befehlszeiger:

Anweisung | Wirkung auf Speicher ‘ Wirkung auf Bz ‘

inc(i) Inkrementiere das Re- | Bz wird um eins erhdht
gister R; um 1
dec(i) Dekrementiere das Re- | Bz wird um eins erhoht
gister R; um 1
test (i) Register R; wird auf 0 | Falls R; = 0, wird Bz um
iberpriift 1, andernfalls um 2 inkremen-
tiert.
label L keine Bz wird um 1 inkrementiert
goto L keine Bz wird auf die Adresse von
L gesetzt

Tabelle 3.3: Registermaschinenbefehle
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Syntax Wird die Registermaschine in Gang gesetzt, so fiihrt sie die jeweils
durch den Befehlszeiger bestimmte Anweisung aus. Dabei wird der Datenspei-
cher der Anweisung entsprechend veréindert und der Befehlszeiger auf eine neue
Adresse gesetzt. Diese Veranderung der Register als Wirkung der Anweisungen
kann als die Semantik der Maschinen bezeichnet werden. Wir kénnten nun den
Programmspeicher mit beliebigen Anweisungen fiillen und diese von der Ma-
schine ausfiihren lassen. Werden aber bei der Erstellung von Programmen keine
Regeln beachtet, so fiihrt das in den meisten Fillen zu ,,unsinnigen“ Program-
men. Da dies meistens unerwiinscht ist, lege ich eine Syntax fiir die Sprache
der Registermaschinen fest. Dazu definiere ich zuerst die Bausteine der RM-
Sprache.

Definition 3.35

(i) Das Alphabet besteht aus den Buchstaben ‘a’, ... ,‘z’, den Ziffern ‘0,
... ,‘9’, und den Sonderzeichen ‘(’,‘)’,*;” und ‘.

(ii)  Die reservierten Worter sind inc, dec, test, label und goto.

(iii)  Bezeichner sind Zeichenfolgen aus Buchstaben und Ziffern, die mit ei-
nem Buchstaben beginnen.

(iv)  Variablen und Marken sind beliebige Bezeichner.

(v) Wenn A eine Variable und L eine Marke ist, so sind
inc(A) , dec(A) , test(A) , label L und goto L Anweisungen.

Variablen miissen vor der Ausfithrung des Programmes durch Adressen im Da-
tenspeicher und Marken durch Adressen im Befehlsspeicher ersetzt werden.
Diese Aufgabe kann von einem automatischen Ubersetzer iibernommen wer-
den. Die Sprachdefinition wird nun mit der Definition von RM-Programmen
vervollstandigt.

Definition 3.36 (RM-Programm)
Sei A eine Variable, L1 und Lo Marken.
(i) Die leere Zeichenkette €, sowie die Anweisungen inc(A), dec(A) sind
RM-Programme.
(i)  Falls T und A RM-Programme sind, dann auch T" ; A.
(iii)  Wenn ¥ ein RM-Programm ist, dann auch die Zeichenkette
label L, ; test A ; goto Lo ; V ; goto L1 ; label Ls.

Die Trennung von zwei Anweisungen durch ein Semikolon soll der leichteren
Lesbarkeit dienen. Ebenso die Schreibweise A>0 fiir die Anweisung test(A) .
Weiters ist dann die folgende alternative Schreibweise des in der letzten Defini-
tion angegebenen Programms sehr hilfreich:

Definition 3.37 (while-Schleife)
while A>0 do ¥ end = label L, ; test A ; goto Lo ; V ; goto L1 ; label L.

Der links vom Zeichen ‘=’ stehende Text soll dabei beim Laden des Program-
mes durch den rechts davon stehenden ersetzt werden. Dabei muss dafiir gesorgt
werden, dass die Marken eindeutig sind, also nicht mit Marken in anderen Pro-
grammteilen kollidieren.

Beispiel Zur Veranschaulichung ein Beispiel, bei dem das Programm ¥ aus der
Anweisung die Variable a zu dekrementieren, besteht: while a>0 do dec(a) end .
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Laut Definition 3.36. (i) ist dann auch while a>0 do dec(a) end ; inc(a) ein
Programm.

Semantik Die Bedeutung eines Registermaschinenprogramms besteht in der
Wirkung auf den Zustand der Maschine. Ein Zustand ist dabei gegeben durch
die Gesamtheit der Registerinhalte. Wenn z; den Inhalt des Registers R; be-
zeichnet, so entspricht ein Zustand der Abbildung v(i) = x;. Ein Zustand kann
auch als Tupel v = (x1,x9,x3,...) angegeben werden. Bei der Abarbeitung
eines Programmes dndert sich also der jeweilige Zustand und der Inhalt des
Befehlszeigers. Da der Befehlszeiger bestimmt, welcher Programmteil noch aus-
zufithren bleibt, kann statt dem Wert des Befehlsregisters auch das noch aus-
zufithrende Restprogramm angegeben werden.

Definition 3.38 (Ausfiihrung eines RM-Programms)
Fine Ausfiihrung eines Registermaschinenprogramms WV ist eine alternierende

Folge vg Wi vy ... 0p—1 Vv Ypy1... von Zustinden und Programmen, sodass
WUy =V und fiirn > 1 gilt, der Definition 3.36 entsprechend:
(i) Falls ¥,, = ¢, terminiert die Ausfiihrung im Endzustand v,_1.

(i)  Falls ¥, = inc(i) ; T', wird der Inhalt von R; inkrementiert und dann
" ausgefiihrt:

N o) +1, fallsi=j B
up(j) = { vn1(7), const und ¥,41 =T

(iii)  Falls V,, = dec(i) ; I, wird der Inhalt von R; dekrementiert und dann
I' ausgefiihrt:

on(j) = { Un-1(7) =1, fallsi=j und v,—1(i) #0 und Wpyyy =T

vna(j),  somst

(iv)  Falls V,, = while i>0 do ¥ end ; I':

Up = Up—1 und ¥, 11 = { ?7’ W, ﬁ‘;ﬁit”nfl(l) #0

Mit Registermaschinen kénnen nun partielle n-stellige Funktionen berechnet
werden. Dazu setzen wir zuerst alle Register auf 0, laden das Programm in den
Befehlsspeicher und laden die Argumente der zu berechnenden Funktion in die
ersten n Datenregister Ry, ..., R,. Nach der Programmausfiihrung soll sich das
Ergebnis der Berechnung im Register R; befinden.

Definition 3.39 Sie ¥ ein Registermaschinenprogramm. Fir jedes n > 0 ist
die durch U berechnete n-stellige partielle Funktion fg definiert durch:

fo(zi, ... xn) ==0(1),

falls die Ausfithrung von W mit Anfangszustand (x1,...,2,,0,0,...) im End-
zustand v terminiert.
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Beispiel Wird das bereits im letzten Beispiel vorgestellte Programm

Y = while a>0 do dec(a) end
in eine Maschine mit dem Anfangszustand vy = (1,0,0,...) geladen und wird

dabei die Variable a durch die Adresse 1 ersetzt, so ergibt sich nach Definition
3.38 folgende Ausfithrung:

v = (1,0,0,...) U, =¥

v = = (1,0,0,...) Uy = dec(l) ; U
v = (0,0,0,...) Uy =

vy = vy = (0,0,0,...) Uy =e.

Definition 3.40 (RM-Berechenbarkeit)
FEine partielle Funktion f heiffit RM-berechenbar, falls ein Registermaschinen-
programm U existiert, sodass f = fy.

Makros und Prozeduren Da es fiir die Berechnung nicht wichtig ist, auf
welchen Registern sie durchgefiihrt wird, solange sich die Register nicht iiber-
schneiden, kénnen wir in Programmen Variablennamen statt Registeradressen
verwenden. Dabei dienen als Varablennamen beliebige Bezeichner, die vor der
Programmausfithrung wieder durch Registeradressen ersetzt werden. Auf &hn-
liche Weise kénnen wir ganze Zeichenketten durch andere ersetzen, wie wir in
Definition 3.37 fiir die while-Schleife gesehen haben. Solche abgekiirzte Schreib-
weisen fiir Anweisungsfolgen heiflen allgemein Makros. Sie miissen beim Laden
eines Programmes in die Registermaschine, wieder auf die urspriinglichen An-
weisungsfolgen expandiert werden. Unser erster Makro ist eine Abkiirzung fiir
Programme, durch die Variablen Werte zugewiesen werden.

Makro 3.1 (Zuweisung)
(i) r<=t = while >0 do dec(z) end ;
inc(z) ; ... jinc(z)

t—mal

(ii) yer = y=0 ; u=0 ;
while x>0 do inc(u) ; dec(z) end ;
while v>0 do inc(z) ; inc(y) ; dec(u) end

falls x und y verschiedene Register bezeichnen. Fulls sie dasselbe Regis-
ter bezeichnen, wird der Makro y&<=x zu € expandiert.

Daraus ergibt sich unmittelbar, dass die Nullfunktion und Projektionsfunktion
RM-berechenbar sind.

Als néchstes stelle ich die Translationsmakros vor, mit deren Hilfe eine Funk-
tion fg auf beliebigen Registern berechnet werden kann. Wenn ¥ die Funktion
f(x1,...,x,) normiert berechnet, so werden dabei die Argumente x1,...,z, ja
zuerst in die Eingaberegister R1,..., R, geladen. Das Resultat steht nach der
Berechnung in R;. Um die Berechnung auf anderen Registern durchzufiihren,
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miissen alle in ¥ vorkommenden Register R; durch davon verschiedene Re-
gister U; ersetzt werden. Das durch diese Ersetzung entstehende Programm
U’ berechnet f auf den Eingaberegistern Uq,...,U,, die wir auf die Werte
T1,...,Zy setzen. Das in Uy stehende Ergebnis kénnen wir anschlieffend einem
Ausgaberegister z zuweisen. Wenn wir dem so entstehenden Programm mit den
Eingaberegistern x1,...,x, einen beliebigen Bezeichner F als Namen geben,
kénnen wir den folgenden, an die iibliche Funktionsschreibweise in Program-
miersprachen angelehnten, Translationsmakro definieren:

Makro 3.2 (Translation)
2=F(x1,...,xn) = U=y ;... ; Upse, 3V 2<U;

Wenn streng darauf geachtet wird, dass alle Bezeichner voneinander verschie-
dene Adressen bedeuten, kénnen Programmteile ohne negative Nebeneffekte
zusammengefiigt werden. Der Translationsmakro ermdoglicht dabei, dass Pro-
gramme auf beliebigen Registern berechnet werden kénnen. Bereits vorhandene
Programme konnen also zur Definition neuer Makros herangezogen werden.

Lemma 3.28 Die Addition x + y ist RM-berechenbar.

Beweis WV = while test(2) do inc(1) ; dec(2) end. O
Die Addition f2 kénnen wir mit Hilfe des Makros 3.2 als z<=Addiere(z, y) schrei-
ben.
w=Addiere(z, y) = uesz ; vey
while v>0 do
inc(u) ; dec(v)
end ;
=u

Die Nachfolgerfunktion ist dann mit z<=Addiere(z, 1) RM-berechenbar.
Lemma 3.29 Die Multiplikation x -y ist RM-berechenbar.

Beweis w<0 ; uez ; vey
while u>0 do
w<=Addiere(w, v) ; dec(u)
end ;
Z=w 0

Lemma 3.30 Die modifizierte Differenz ist RM-berechenbar.

Beweis u<zx ; vey
while v>0 do
dec(u) ; dec(v)
end ;
Z<=U O

Dafiir kann wieder mit Hilfe des Makros 3.2 z<Minus(z, y) geschrieben werden.

Lemma 3.31 (Normierte Einsetzung)
Ist h = NE[f,g1,...,9m] und sind die Funktionen f und ¢1,...,gm RM-bere-
chenbar, so ist auch h = hy, RM-berechenbar.
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Beweis V=U; <G1,.-.syn) ;- s Un<=G1,...,yn) ; 2= F(U1,...,Uy)O

Lemma 3.32 (u-Operator)
Ist f = plg] und ist g RM-berechenbar, so ist auch f RM-berechenbar.

Beweis y<=0 ; v<=1 ;
while v>0 do
ve= Gz, ..., 2k, Yy) 5 ine(y)
end ;
z<=Minus(y, 1) O

Aus dem bisher Gesagten und Definition 3.17 auf Seite 52 ergibt sich durch
Induktion iiber den Aufbau unmittelbar:

Theorem 3.33 Alle pu-rekursiven Funktionen sind RM-berechenbar.

3.4.2 Das Selbstanwendungsproblem

Ich greife nun das Thema der Selbstbeziiglichkeit wieder auf und zeige ei-
ne wichtige Grenze der Leistungsfihigkeit von Registermaschinen. Nach der
Church-Turing-These wird damit allgemein der Begriff der Berechenbarkeit ab-
gegrenzt. Das Resultat wird durch die Anwendung eines Registermaschinen-
programms auf sich selbst erreicht. Damit dies moglich ist, miissen wir zuerst
RM-Programme als Zahlen darstellen kénnen, da Registermaschinen ja nur mit
Zahlen operieren. Wir haben bereits in Definition 3.16 eine Mglichkeit gesehen,
wie die Gédelnummer von Zahlenfolgen berechnet werden kann. Da die RM-
Programme aus Folgen von Zeichen bestehen, miissen wir nur jedem Zeichen
des Alphabets eine Zahl zuordnen, um anschliefend die Goédelnummer der so
erhaltenen Zahlenfolge bilden zu koénnen. Die einem Zeichen zugeordnete Zahl
konnen wir ebenfalls Godelnummer nennen. Eine Zuordnung kann zum Beispiel
so aussehen:

a b c ... =z 0 1 ... 9 ( ) ; €7
1 2 3 ... 26 2r 28 ... 36 37T 38 39 40
Die Godelnummer eines Symbols ¢ wird mit "¢ bezeichnet und die Gédelnum-
mer einer Zeichenkette (og,01,...,0,-1) wird gebildet als
'_<FO'0—', o, 7|—0n71—|>—|.

Wir kénnen nun versuchen ein Registermaschinenprogramm 3 zu schreiben,
das untersucht, ob ein Programm W fiir eine bestimmte Eingabe terminiert.
Das Programm soll als Ergebnis den Wert 1 liefern, falls das zu untersuchende
Programm W fiir eine bestimmte Eingabe v terminiert, sonst soll es den Wert
0 als Resultat haben. ¥ berechnet also eine Funktion s, die definiert ist als

[ 1, fallsy ="¥TA fy(e) ist definiert
s(W) = { 0, sonst (3.1)

Der ,, Trick®“ besteht also darin, ein Programm zu untersuchen, dem seine eigene
Gadelnummer als Argument iibergeben wurde. Ich zeige also das Analogon des
unmoglichen Oberon-Programms fiir Registermaschinen. Natiirlich ergibt sich
auch hier:
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Theorem 3.34
Die Funktion s ist nicht Registermaschinen-berechenbar.

Bewets Nehmen wir an, dass s doch RM-berechenbar sei, also s = 812. Dann
ist

VRN B o falls s(p) =0
5(p) = { undefiniert, sonst (3.2)
ebenfalls durch ein Programm ¥ berechenbar. Zum Beispiel durch das Pro-
gramm:
Y= z<s(p) ; y=1 ;
while r>0 do
while y>0 do

inc(y)
end
end ;

=1

Falls p nun die Gédelnummer des Programms X ist, also p = "%, gilt:
S(p) = 1 <> $(p) ist nicht definiert.

Nach der Definition von S ist 5(p) = 1, wenn s(p) = 0. Letzteres ist aber nach 3.1
dann der Fall, wenn f5 undefiniert ist, da p die Gédelnummer des Programms
Y ist. Wieder nach Definition 3.1 ist aber f5 gerade die Funktion 5 und damit
ist S(p) undefiniert.

Aus diesem Widerspruch schlieen wir, dass es p und damit auch ¥ gar nicht
geben kann. Wenn wir uns aber das Beispielprogramm ¥ ansehen, so kann das
nur daran liegen, dass s nicht berechenbar ist. O



4 Rekursive Algorithmen und
Datenstrukturen

Nachdem ich nun die prinzipielle Funktionsweise von abstrakten Registerma-
schinen vorgestellt habe, werde ich auf heute iiblichen konkreten Registerma-
schinen ausfiihrbare Formalismen auf rekursive Phénomene hin untersuchen.
Ich beschrénke mich dabei auf Formalismen, die als prozedurale Programmier-
sprachen klassifiziert werden. Die prominentesten Sprachen dieser Familie sind
wohl C++ und Pascal. Zur Formulierung der Beispiele verwende ich hier die
Sprache Oberon, die sich in den verwendeten Sprachkonstrukten nur wenig von
Pascal unterscheidet.

4.1 Sich selbst aufrufen

Wie bereits auf Seite 2 erwdhnt, werden in der Literatur Prozeduren meist dann
als rekursiv bezeichnet, wenn sie sich selbst aufrufen: ,A function that calls
itself is said to be recursive.“ (Wand 1980) Das Kriterium ,selbstaufrufend*
reicht nicht aus, um Rekursion von Iteration zu unterscheiden. Zuerst einmal
bedeutet es ja nur, dass innerhalb eines bestimmten Programmabschnittes die
Abarbeitung desselben Programmabschnitt veranlasst wird.

Auch die fiir Registermaschinen definierten while-Schleifen sind selbstauf-
rufend. Wenn wir Definition 3.37 betrachten, so ist klar zu erkennen, dass nach
dem wiederholt auszufithrenden Programm ¥ mit der Anweisung goto £ der
Befehlszeiger an den Anfang dieses Programmabschnittes gesetzt wird. Auch
wenn dies in der Literatur nicht so formuliert wird, ist klar ersichtlich: das Pro-
gramm ruft sich selbst auf, wobei zu untersuchen wére, ob es sich nicht hier nur
um eine Metapher handelt. Prozeduren sind im wesentlichen nur mit Namen
versehene Programmabschnitte. ,A procedure definition is a declaration that,
in its simplest form associates an identifier with a statement. The identifier is
the procedure name, and the statement is the procedure body.“ (Aho et al. 1986,
p.389) Da auch ein ,,Selbstaufruf“ von Prozeduren durch entsprechendes Setzen
des Befehlszeigers erreicht wird, muss diese Eigenschaft auch while-Schleifen zu-
gestanden werden. While-Schleifen werden nicht nur in meiner abstrakten RM-
Maschine iiber Sprungbefehle und Marken realisiert. Das ist, wie zum Beispiel
Holub (1990, p.643) oder Aho et al. (1986, p.493) vorfiihren, die unumgéngliche
Technik bei der Erstellung von Maschinencode.

Der wichtige Unterschied zwischen Prozeduren und while-Schleifen liegt dar-
in, dass bei einem Prozeduraufruf die Abarbeitung eines Teilprogrammes un-
terbrochen wird, um spéter moglicherweise an derselben Stelle wieder fortge-
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setzt zu werden. Dazu muss nicht nur die Riicksprungadresse gemerkt werden,
sondern es miissen auch die aktuellen Parameter und die Werte der eventu-
ell vorhandenen lokalen Variablen des Prozeduraufrufs protokolliert werden.
Geschieht dies nicht, so wiren Selbstaufrufe sinnlos, da die jeweiligen Werte
verlorengehen wiirden. Diese Protokollierung erméglicht also, dass mehrere In-
stanzen derselben Prozedur gleichzeitig im Speicher liegen. Damit ist natiirlich
nicht gemeint, dass die Anweisungen des Prozedurkérpers mehrfach vorhanden
sind. Gemeint ist, dass die zu protokollierende Information mithilfe eines Ac-
tivation Records gemerkt wird. Eine zur Speicherung von Activation Records
und damit von Prozeduraufrufen hervorragend geeignete Datenstruktur ist das
push-down stack. Solche Stacks besitzen eine last-in first-out (LIFO) Organi-
sation. Bildlich gesprochen ist es nur erlaubt, ein Element oben auf das Stack
zu legen, oder das zuletzt darauf gelegte Element zu entfernen. Bei jeder Ak-
tivierung einer Prozedur wird also ein Activation Record auf das Stack gelegt
und beim Verlassen einer Prozedur wieder von dort geholt. Damit sind geord-
nete und sinnvolle Selbstaufrufe moglich. While-Schleifen dagegen instantiieren
sich nicht gleichzeitig. Jeder Schleifendurchlauf wird beendet, bevor der néchste
begonnen wird. Eine der wenigen Textstellen, an der die Rekursivitit von Pro-
zeduren nicht iiber Selbstaufrufe definiert wird, ist: ,, A procedure is recursive if
a new activation can begin before an earlier activation of the same procedure
has ended.“ (Aho, Sethi und Ullman 1986, p.493)

Fin klassisches Beispiel fiir eine rekursive formulierte Prozedur ist die Be-
rechnung der Faktoriellen einer Zahl, deren Rekursionsgleichungen wie folgt
lauten:

ol=1
nl=n-(n—1)!
Das entsprechende Oberon-Programm lisst sich so formulieren:

PROCEDURE factorial(n: INTEGER) : LONGINT ;
BEGIN
IFn =0 THEN
RETURN 1
ELSE
RETURN n x factorial(n - 1)
END factorial ;

Dieses Programm ist elegant fiir abstrakte Registermaschinen. Fiir konkrete
empfiehlt sich die iterative Version:

factorial := 1

WHILE n > 0 DO
factorial := factorial x n ;
n:=mn-1

END ;

4.2 Sich selbst enthalten

Unter einem Datentyp wird in der Informatik die Menge von Werten verstanden,
die eine Variable annehmen kann oder denen eine Konstante oder das Resultat
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einer Prozedur angehort. Es wird zwischen einfachen und strukturierten Da-
tentypen unterschieden. Variable mit einfachen Datentypen enthalten zu einem
Zeitpunkt immer genau einen Wert. Variable, die einen strukturierten Daten-
typ besitzen, kénnen mehrere Werte eines anderen Typs gleichzeitig aufnehmen.
Handelt es sich dabei um gleichartige Typen, so wird die Datenstruktur meist
Array genannt. Sind Typen aus unterschiedlichen anderen Typen zusammenge-
setzt, so heiflen die Datenstrukturen meist Record oder Structure. Der Begriff
Record wird im Deutschen manchmal mit dem Wort Verbund bezeichnet. Die
in einen Record zusammengefassten Typen werden Felder oder Komponenten
genannt. In objektorientierten Programmiersprachen, in denen es keine Records
gibt, iibernehmen Klassen deren Funktion. Ein Recordtyp entspricht einer Ta-
bellendefinition in einer relationalen Datenbank. Eine Zeile in einer Tabelle
entspricht einer Variable vom Typ Record und eine Spalte entspricht einem
Recordfeld. Die entsprechenden formalen Bezeichnungen aus dem relationalen
Modell lauten Relation fiir Tabelle, Tupel fiir Zeile und Attribut fiir Spalte (Da-
te 1990, p.250). Die Entsprechungen in objektorientierter Terminologie lauten
Klasse, Objekt und Member, wobei diese natiirlich begriffliche Erweiterungen
der prozeduralen Gegenstiicke sind.

Da Werte immer als Bitfolgen dargestellt werden, handelt es sich bei Ty-
pen um unterschiedliche Interpretationen von Speicherinhalten. Erschwert eine
Sprache verschiedene Interpretationen, so wird sie als streng typisiert bezeich-
net. Datentypen prégen also den Bitfolgen im Speicher eine abstrakte Struktur
auf: , Fiir die Rechenanlage ist der Speicher eine homogene Masse von Bits ohne
sichtbare Struktur. Es ist jedoch einzig und allein diese abstrakte Struktur, die
es dem menschlichen Programmierer ermoglicht, einen Sinn in der monotonen
Welt eines Computerspeichers zu finden.“ (Wirth 1983) Ein wichtiges Mittel
bei dieser Sinnsuche ist der Entwurf und das Finden von Programm- und Da-
tenstrukturen. Bei diesem Versuch, Ordnung in die Welt zu bringen, meint
Niklaus Wirth, durch eine Gestaltanalyse, Analogien zwischen Programm- und
Datenstrukturen entdeckt zu haben. Als Gestalttypen listet er unter anderen
die ,,Wiederholung um eine unbekannte Anzahl“ und die Rekursion auf. Zum
ersten Typ gehoren die while-Schleife und sequentielle Datentypen, zum zweiten
die Prozeduren und rekursive Datentypen (Wirth 1983, p.197).

Es ist wichtig zwischen Datentypen, die im Programmtext festgelegt wer-
den, und Datenstrukturen, die wihrend der Ausfiihrung des Programmes er-
zeugt werden, zu unterscheiden. Wenn ich hier iiber Eigenschaften von Typde-
finitionen spreche, so sind damit syntaktische Merkmale der Programmierspra-
che gemeint. Aussagen iiber Eigenschaften von Datenstrukturen und Varia-
blen dagegen sind Zuschreibungen von Merkmalen an den Speicherinhalt einer
Registermaschine wiahrend der Laufzeit. Der Speicherinhalt wird dabei zuerst
auf eine bestimmte Weise interpretiert. Wir sagen, dass dieses oder jenes Pro-
gramm léuft. Variablen, die wihrend der gesamten Laufzeit eines Programmes
bestehen, heiflen statisch. Dynamische Variablen dagegen werden wéhrend der
Ausfiithrung erzeugt und zerstort. Dynamisch werden aber auch Datenstrukturen
genannt, die vom Programm wihrend der Laufzeit angelegt und verdndert wer-
den. Diese Unterscheidung genauer zu treffen, ist fiir die weitere Untersuchung
jedoch nicht notwendig, wenn wir vereinbaren, eine Variable mit Recordtyp
statisch zu nennen. Dafiir spricht, dass Records ihre Struktur nicht verdndern.
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Eine typische Typdefinition sieht wie folgt aus:

TYPE genealogy = RECORD
name: String;

mother, father: String
END

Dabei nehme ich an, dass bereits ein Typ String zur Speicherung von Zeichen-
ketten definiert ist.

Es kénnten nun rekursive Typdefinitionen zugelassen werden. Bei solchen
wird als Typ eines Recordfelds der Typ des Records selbst festgelegt:

TYPE genealogy = RECORD
mother, father: genealogy
END

Diese Definition ist offensichtlich zirkuldr und damit unsinnig. Ein Verbot sol-
cher Typdefinitionen wird meist als Anmerkung zur Sprachdefinition ausge-
sprochen, denn die formale Spezifikation der Syntax erfolgt oft in Metaspra-
chen — wie dem Backus-Naur-Formalismus —, die eine Obermenge der legalen
Programme einer Sprache festlegen, und in denen rekursive Typdeklarationen
den Normalfall darstellen. Diese Eigenschaft ist bereits im von Emil Post ent-
wickelten System der Post-Produktionen angelegt, aus dem der Backus-Naur-
Formalismus entwickelt wurde (Wexelblat 1981, p.162). Das heisst also, dass
zum Beispiel in Oberon die Typdeklaration

R = RECORD 1: R END;

verboten ist, obwohl sie laut Syntaxdefinition korrekt ist. Wire sie erlaubt, so
wiirde sie zu einer endlosen Verschachtelung von Records vom Typ R fithren
und auflerdem kein Feld enthalten, in dem etwas gespeichert werden konnte.
Wir benétigen demnach einen Mechanismus, um die Rekursion terminieren zu
lassen. Die Sprache Pascal stellt diesen in Form von warianten Records zur
Verfiigung. In solchen wird ein Feld des Records dafiir verwendet zu entschei-
den, welche zusétzlichen Felder in einer Variable dieses Record-Typs tatsichlich
vorhanden sein sollen. Damit ist ein Abbruch der Verschachtelung méglich. Va-
riantenrecords werden meist zu den statischen Datentypen gezédhlt, da sich die
Anzahl der moglichen Felder, also ihre ,innere* Struktur, wihrend der Lauf-
zeit nicht verdndern kann. Unterschiedlich ist jedoch, welche Felder bei einer
Variable vom Typ Variantenrecord jeweils aktualisiert sind und damit wieviel
Speicherbereich sie wiahrend der Laufzeit einnehmen. Sie kénnen deshalb auch
zu den dynamischen Datenstrukturen gezihlt werden, was vor allem Sinn macht,
wenn rekursive Typdefinitionen erlaubt sind.

Mithilfe eines Variantenrecords kénnten wir Genealogien zum Beispiel auf
folgende Weise speichern:

TYPE genealogy = RECORD
CASE known: BOOLEAN OF
TRUE:  (name: String; mother, father: genealogy) ;
FALSE: ()
END
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Eine Variable vom Typ genealogy hat also eine geschachtelte Struktur, bei der
auf jeder Schachtelungsebene Variationen einer Datenstruktur auftreten, die
entweder einen Namen und zwei Genealogien aufnimmt oder leer ist. Es ent-
steht also eine endliche Schachtelung von im wesentlichen gleichen Datenstruk-
turen, die sich durch den gespeicherten Namen und die in ihnen enthaltenen
Genealogien unterscheiden. Mit einem Namen sind immer auch zwei weitere Ge-
nealogien gespeichert, die allerdings leer sein kénnen. Ist dies der Fall, kommt
die Verschachtelung zu einem Ende. Evolutionére Variationen kénnen so nicht
erfasst werden, wohl aber biblische Genealogien, auch wenn diese meist etwas
asymmetrisch ausfallen:

(Mehujaél, (Irad, (Henoch, (Kain, (Adam, (), (), (Eva, (), ())), ()), ()))

Die Genealogie Kains enthélt diejenigen von Eva und Adam. Henochs Mutter
ist unbekannt, miisste aber eine Schwester seines Vaters oder seine Gromutter
Eva sein.

Obwohl also rekursive Typdefinitionen als syntaktisch einfache Erweiterung
der erlaubten Typdefinitionen fiir Records gesehen werden kénnen, sind sie in
den meisten prozeduralen Sprachen verboten, da sie sich als nicht sehr niitzlich
erwiesen haben und auflerdem auf den géingigen Rechnerarchitekturen schwie-
rig zu implementieren sind (Meyer 1990). Der erlaubte Weg zu rekursiven Da-
tenstrukturen fiihrt iiber dynamische Datenstrukturen, denen der Speicher erst
zur Laufzeit zugeordnet wird. Dynamische Datenstrukturen bestehen aus Kom-
ponenten, die durch Verweise aufeinander zusammengehalten werden, und die
wéhrend der Abarbeitung eines Programmes erzeugt und zerstort werden. Die
Komponenten solcher Strukturen werden meist Knoten genannt, die Verweise
oder Adressen von Knoten Zeiger. Knoten sind meist Variablen mit Recordtyp
und Zeiger sind Variablen, die die Adresse von anderen Variablen enthalten.
Zeigervariablen haben also den besonderen Typ Zeiger. Sie enthalten einen spe-
ziell dafiir reservierten Wert, wenn sie auf keinen Knoten verweisen. Meist wird
dafiir die Adresse 0 verwendet. Mit Zeiger als Teil eines Knotens kénnen auf
diese Weise beliebig verkettete Strukturen erzeugt werden. Sie werden {ibli-
cherweise als Rechtecke, die in Felder geteilt und mit Pfeilen verbunden sind,
dargestellt.

Abbildung 4.1: Verkettete Liste

Die Grafik zeigt drei Variable von Typ Node, die zu einer Liste verkettet wur-
den. Die Variable, deren Feld data den Wert A enthélt, hat im Feld next die
Adresse der Variable gespeichert, die im Feld data den Wert B enthélt. Die Va-
riable mit dem Wert C im data-Feld enthélt keine Adresse. Die entsprechende
Typdefinition in Oberon lautet:

TYPE
NodePointer = POINTER TO Node ;
Node = RECORD

data: String ; next : NodePointer
END ;



4.2 Sich selbst enthalten 81

Wird eine Variable vom Typ NodePointer definiert, so kann sie die Adresse
eines Records vom Typ Node aufnehmen. Ein Record vom Typ Node enthélt
die Felder data und next. Da das Feld next wieder vom Typ NodePointer ist,
konnen Variablen vom Typ Node Verweise auf sich selbst oder anderen Varia-
blen gleichen Typs enthalten. Es ist jedoch nicht unmittelbar einsichtig, warum
Typdeklaration in der obigen Form als selbstreferentiell oder ,,offensichtlich re-
kursiv® (Reiser und Wirth 1992) bezeichnet werden sollen. Wére sie das, dann
miisste sie ja wohl zirkuldr sein. Der Witz ist, dass wir nichts {iber den Typ
eines Objekts im Speicher wissen miissen, um einen Zeiger darauf definieren zu
konnen. Alle Adressen sind gleich, egal was sich an ihnen befindet.

Werden mit der obigen Typdefinition Datenstrukturen im Speicher erzeugt,
so lésst sich schon sinnvoller dariiber diskutieren, ob sie rekursiv oder selbstrefe-
rentiell sind. Doch auch hier ist Selbstreferentialitét wohl nur in dem besonderen
Fall gegeben, in welchem eine Variable vom Typ Node ihre eigene Adresse im
Feld next enthélt.

Enhélt sie die Adresse einer anderen Variable vom gleichen Typ, so kann die
Datenstruktur als rekursiv bezeichnet werden, wenn sie eine bestimmte Gestalt
hat — wenn also unter Rekursivitidt eine Art Schachtelung verstanden wird —
oder wenn sie induktiv definiert wird. Fiir Listen gilt offensichtlich letzteres, da
jede Liste aus einem Listenkopf und einer Restliste besteht. Da die Restliste
auch eine Liste ist, gilt fiir sie dasselbe. Die Schachtelung bricht ab, wenn die
Restliste leer ist. Listen werden also als rekursive Strukturen aufgefasst, da sie
auf einfache Weise induktiv definiert werden kénnen. Die Programmiersprache
LISP (List Processor) wurde speziell zur Verarbeitung solcher Listen von der
Artificial Intelligence Group am M.I.T. entworfen. Hierzu wurde eine Klasse
von S-Ausdriicken (symbolic expressions) definiert, die mithilfe der Sonderzei-
chen ¢, “(", ‘)’ und einer unendlichen Menge von atomaren Symbolen gebildet
werden. S-Ausdriicke sind nun wie folgt induktiv definiert (McCarthy 1960,
p.187):

Definition 4.1 (S-expressions)
(i) Atomic symbols are S-expressions.
(i)  If er and ez are S-expression, so is (e1 - €2).

Beispiele AB, (A-B), ((AB-C)-D)

In der Beschreibung ,,An S-expression is then simply an ordered pair, the
terms of which may be atomic symbols or simpler S-expressions“ kommt die
Rekursivitdt der Struktur gut zum Ausdruck. Eine Liste atomarer Symbo-
le (A1, A2,...,A\,) kann nun mit dem S-Ausdruck (A1- (M- (... (\n- NIL)...)))
dargestellt werden. Der Bezeichner NIL wird als reserviertes Symbol zur Kenn-
zeichnung des Listenendes eingefiihrt. Die S-Ausdriicke kénnen auf unterschied-
liche Weise im Speicher realisiert werden. Die Liste in Abbildung 4.1 kann
allerdings nicht als Darstellung des S-Ausdrucks (A - (B- C)) dienen, da aus
ihr nicht ersichtlich ist, welche Teillisten verkettet wurden. Sie kénnte ja auch
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als ((A-B)- C) gelesen werden. Die Typdefinition von Node und NodePointer
reichen allerdings zur Erzeugung linearer Listen aus, die auf folgende Weise
induktiv definiert werden kénnen:

Definition 4.2 (Lineare Liste vom Typ T)
(i) Ein Knoten vom Typ T ist eine lineare Liste vom Typ T.
(ii) Die Verkettung eines Knotens vom Typ T mit einer Liste vom Typ T
st eine Liste vom Typ T.

S-Ausdriicke dagegen haben die Gestalt von bindren Bdumen, da jeder Knoten
entweder ein atomares Symbol — und damit ein Endknoten — ist, oder zwei weite-
re S-Ausdriicke enthélt. Wir kommen damit zu einer Obsession der Informatik,
der Baumstruktur, der folgende Definition zu Grunde liegt:

Definition 4.3 (Baum vom Typ T)
(i) Ein Knoten vom Typ T ist ein Baum vom Typ T.
(ii)  Ein Knoten vom Typ T verkettet mit einer beliebigen Anzahl von Bédum-
en vom Typ T ist ein Baum vom Typ T.

FEin bindrer Baum vom Typ T ist ein Baum, bei dem jeder Knoten mit maximal
zwei Baumen verkettet sein darf. Dazu bendtigen wir eine Typdefinition, die
die Speicherung von zwei Zeigern auf weitere Knoten erlaubt.

TYPE
BinaryTreeNodePointer = POINTER TO BinaryTreeNode ;
BinaryTreeNode = RECORD
data: String ;
left, Tight : BinaryTreeNodePointer
END ;

Diese Baumform nimmt eine zentrale Stellung ein, doch auch die lineare Liste
kann als Baum aufgefasst werden, bei dem jeder Knoten nur einen Teilbaum
besitzt. Das wird manchmal mit drastischen Worten ausgedriickt: ,,Die Sequenz
(Liste) heifit deshalb auch entarteter Baum (degenerate tree).“ (Wirth 1983,
p.219) Meist wird als weitere Beschriankung auferlegt, dass Bdume sich nicht
selbst als Teilbdume enthalten diirfen. Dies gilt auch fiir die Darstellung von
S-Ausdriicken durch Listenstrukturen (McCarthy 1960, p.191-192). Um das
Bild der Hierarchisierung zu vervollstindigen, wird gesagt, dass Baume mit der
Wurzel nach oben dargestellt werden.

Dabei erinnern diese Darstellungen doch bei weitem mehr an Wurzelsysteme, als
an Baume, deren Stamm oben liegt und deren Aste nach unten wachsen. Doch
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auch Wurzeln sind ein schwacher Trost, denn ,,darauf lauft auch das Prinzip
der Wurzeln und Baume hinaus, oder der Ausweg und die Losungsmoglichkeit
der Nebenwurzeln: auf die Struktur der Macht.“ (Deleuze und Guattari 1992)

Wenn wir also alle moglichen Baumstrukturen als rekursiv bezeichnen, weil
sie sich induktiv definieren lassen, dann scheinen fast alle irgendwie geordneten
Strukturen diese Bezeichnung zu verdienen, also auch Listen und verzweigte
Wurzelsysteme. Es scheint dann kaum moglich, dem Gewicht der das Denken
dominierenden n-dren Baumstrukturen zu entkommen. ,,And this mysterious
thing called ‘recursion’ is nothing more than induction applied to program-
ming.“ (Wand 1980) Auf diese Weise wird das Konzept der Selbstdhnlichkeit
unterschlagen und Rekursivitdt wird zum Synonym von Induktion, so wie im
Titel Rekursionstheorie rekursiv nur mehr berechenbar bedeutet. Am anderen
Extrem dieser Sichtweise ist ,,the whole world built out of recursion.“ (Hofstadt-
er 1979, p.142) Natiirlich mit dem Ausweg, dass hinreichend komplexe Systeme
méchtig genug sind, um aus priadeterminierten Mustern auszubrechen. ,,And
isn’t this one of the defining properties of intelligence?“ (Hofstadter 1979, p.152)
Ein moglicher radikaler Gegenentwurf kénnten die von Gilles Deleuze und Félix
Guattari beschriebenen Rhizome sein. Sie sind Gefiige mit einer weder induk-
tiven noch rekursiven Struktur. Induktiv nicht, denn das Rhizom ,,ist nicht das
Eine, das zu zwei wird, oder etwa direkt zu drei, vier oder fiinf, etc. Es ist kein
Mannigfaltiges, das sich aus der Eins herleitet und dem man die Eins hinzuad-
dieren kann (n+1). Es besteht nicht aus Einheiten, sondern aus Dimensionen,
oder vielmehr aus beweglichen Richtungen.“ (Deleuze und Guattari 1992, p.36)
Rekursiv wohl auch nicht, denn ,,Das Mannigfaltige muss gemacht werden, aber
nicht dadurch, dass man immer wieder eine héhere Dimension hinzufiigt, son-
dern vielmehr schlicht und einfach in allen Dimensionen, {iber die man verfiigt,
immer n — 1 (das Eine ist nur dann ein Teil des Mannigfaltigen, wenn es davon
abgezogen wird). Wenn eine Mannigfaltigkeit gebildet werden soll, muss man
das Einzelne abziehen, immer in n — 1 Dimensionen schreiben. Man koénnte ein
solches System Rhizom nennen.“ (Deleuze und Guattari 1992, p.16) Allerdings
stellt sich hier nicht nur die Frage nach der Machbarkeit, sondern auch die nach
der Denkmoglichkeit.
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